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Abstrak. Pada paper ini dibahas mengenai dimensi metrik dari graf hasil identifi-
kasi. Dimensi metrik dari sebuah graf G, dinotasikan dengan dim(G), adalah kardinalitas

paling kecil dari setiap himpunan pembeda di G. Poisson dan Zhang telah memberikan

batas bawah dan atas dimensi metrik dari graf hasil identifikasi. Pada paper ini diba-
has dimensi metrik dari graf reguler yang diidentifikasi dengan graf lintasan. Selain itu,

diberikan juga kelas-kelas graf yang hasil identifikasinya mempunyai dimensi metrik tepat

sama dengan batas bawah yang dihasilkan oleh Poisson dan Zhang.

Abstract. This paper is about the metric dimension of a graph formed by identifying

two graphs. A metric dimension of G, denoted by dim(G), is the minimum cardinality
of any resolving set of G. Poisson and Zhang have given lower and upper bounds of the

metric dimension of identification of two graphs. Here we discuss the metric dimension
of the graph obtained from identifying a regular and path graph. Furthermore, we give
some classes of graphs (by identification) having the metric dimension the same as the

lower bound by Poisson and Zhang.

Kata Kunci : Dimensi metrik, himpunan pembeda, identifikasi dua graf

1. Pendahuluan

Graf yang dibahas pada paper ini adalah graf sederhana (tanpa loop dan sisi paralel),

terhubung, tidak berarah, dan berhingga. Jarak dari titik u ke v pada graf G adalah

panjang lintasan terpendek dari titik u ke v. Misalkan W = {w1, w2, · · · , wk} adalah

subhimpunan terurut dari himpunan titik V (G). Yang dimaksud representasi titik

u di G terhadap himpunan W, dinotasikan r(u|W ), adalah k − tuple terurut dari

jarak titik u ke setiap titik di W, yaitu r(u|W ) = (d(u,w1), d(u,w2), · · · , d(u,wk)).

Jika setiap titik di G mempunyai representasi yang berbeda terhadap W , maka W

disebut sebagai himpunan pembeda (resolving set). Jelas bahwa himpunan pembeda

dari sebuah graf tidaklah tunggal. Himpunan pembeda dengan kardinalitas mini-

mum disebut basis. Kardinalitas dari basis dinamakan dimensi metrik dari suatu

graf, dinotasikan dim(G). Konsep dimensi metrik ini diperkenalkan oleh Slater [26]

dan juga oleh Harary dan Melter [9] secara independen.
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Chartrand et al. [4] mengkarakterisasi semua graf yang mempunyai dimensi

metrik 1, n− 1 dan n− 2, dengan n menyatakan banyak titik dari graf G, melalui

teorema berikut.

Teorema 1.1. [4] Misalkan G adalalah graf terhubung dengan banyak titik n ≥ 2.

(a) dim(G) = 1 jika dan hanya jika G adalah graf lintasan dengan n titik, Pn.

(b) dim(G) = n− 1 jika dan hanya jika G adalah graf lengkap dengan n titik,

Kn.

(c) dim(G) = n− 2 dengan n ≥ 4 jika dan hanya jika G adalah

(i) graf bipartisi lengkap Kr,s (r, s ≥ 1) dengan n = r + s,

(i) graf hasil operasi join dari graf lengkap dengan r titik dan graf kosong

dengan s titik, Kr +Ks (r ≥ 1, s ≥ 2), atau

(i) graf hasil operasi join dari graf lengkap dengan r titik dan graf lengkap

dengan s titik dan satu titik terisolasi, Kr + (K1 ∪Ks) (r, s ≥ 1).

Selain itu, Chartrand et al. [4] juga memberikan dimensi metrik dari graf lingkaran

dan graf pohon selain lintasan. Graf lingkaran dengan n ≥ 3 titik, Cn, mem-

punyai dimensi metrik 2, dim(Cn) = 2. Berdasarkan Teorema 1.1, dimensi metrik

dari sebarang graf terhubung selain graf yang disebut pada Teorema 1.1 adalah

2 ≤ dim(G) ≤ n − 3. Graf pohon Tn dengan n ≥ 3 titik yang bukan merupakan

graf lintasan, dimensi metriknya adalah dim(Tn) = σ(Tn)− ex(Tn), dengan σ(Tn)

menyatakan jumlah dari derajat titik mayor dan ex(Tn) menyatakan titik mayor

eksterior dari Tn.

Beberapa kelas graf yang telah dikaji dimensi metriknya antara lain graf John-

son dan Kneser [3], graf Fullerene [1], graf unisiklis [5,6], graf bunga fm×n [10],

Nanotubes [24,25], graf tangga segitiga [2], graf dual antiprisma [7], graf naga [12],

graf Buckminsterfullerene [18], graf barbel [20]. Selanjutnya, telah diperoleh di-

mensi metrik dari beberapa graf hasil operasi amalgamasi [8,11,17], operasi Carte-

sius [13,19,21], operasi join [16,22], operasi comb product [23], dan operasi subdivisi

[15].

Poisson dan Zhang [14] telah memberikan batas bawah dan batas atas dimensi

metrik dari graf hasil identifikasi. Misalkan G dan H graf dengan titik u ∈ V (G)

dan v ∈ V (H). Identifikasi dari dua graf G dan H pada titik yang telah ditentukan,

yaitu u ∈ V (G) dan v ∈ V (H), dinotasikan dengan G �u=v H (ditulis G � H),

adalah graf yang diperoleh dari graf G dan H dengan titik u ∈ V (G) diidentifikasi

atau dilekatkan pada titik v ∈ V (H). Dengan demikian, jika graf G mempunyai

p titik dan r sisi dan graf H mempunyai q titik dan s sisi, maka graf G �u=v H

mempunyai p+ q − 1 titik dan r + s sisi. Dalam hal ini, titik u dan v disebut titik

identifikasi. Jelas bahwa operasi identifikasi dari graf G dan H bersifat komutatif.

Namun demikian graf hasil identifikasi bergantung pada titik yang dipilih sebagai

titik identifikasi, kecuali jika G dan H adalah graf reguler, yaitu graf yang setiap

titiknya berderajat sama. Sebagai contoh, identifikasi dari graf lintasan dengan tiga

titik, P3, dan graf lintasan dengan dua titik, P2, adalah graf lintasan dengan empat

titik, P4, jika titik identifikasi yang dipilih di P3 adalah titik daun. Sedangkan jika

titik identifikasinya adalah titik berderajat dua di P3, hasil identifikasinya adalah
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graf bintang dengan tiga titik daun, S3. Titik daun adalah titik yang berderajat

satu di sebuah graf. Batas bawah dimensi metrik dari graf hasil identifikasi oleh

Poisson dan Zhang [14] diberikan pada teorema berikut.

Teorema 1.2. [14] Misalkan G dan H adalah graf terhubung dengan orde lebih

dari dua, u ∈ V (G) dan v ∈ V (H). Batas bawah dari dimensi metrik dari graf

identifikasi G�H di titik identifikasi u = v adalah

dim(G�H) ≥ dim(G) + dim(H)− 2.

Artikel ini mengkaji dimensi metrik pada graf hasil identifikasi dari dua buah

graf, khususnya jika keduanya atau salah satunya adalah kelas graf pohon. Pada

paper ini dibuktikan bahwa dim(G�H) = dim(G), jika G graf reguler dan H graf

lintasan. Selain itu diberikan juga beberapa kelas graf G dan H yang dimensi metrik

dari hasil identifikasinya, G�H, tepat sama dengan nilai batas bawah dari Poisson

dan Zhang [14] pada Teorema 1.2, bahwa dim(G�H) = dim(G) + dim(H)− 2.

2. Hasil dan Pembahasan

Misalkan graf G dan H adalah graf pohon sebarang. Maka graf hasil identifikasi

G dan H juga merupakan graf pohon. Berdasarkan hasil dari Chartrand et al. [4]

tentang dimensi metrik graf pohon, dimensi metrik dari G�H untuk G dan H graf

lintasan atau graf bintang dapat ditentukan dengan mudah. Graf lintasan dengan

n titik, dinotasikan Pn, adalah graf terhubung yang tidak memuat lingkaran dan

mempunyai tepat dua titik daun. Sedangkan graf bintang dengan n+ 1 titik, dino-

tasikan Sn, adalah graf terhubung yang mempunyai n titik daun. Dimensi metrik

dari graf hasil indentifikasi dua graf lintasan adalah:

dim(Pm � Pn) =


1, jika kedua titik identifikasi adalah titik daun,

2, jika salah satu saja titik identifikasi adalah titik daun,

3, jika kedua titik identifikasi bukan titik daun.

Sedangkan dimensi metrik dari graf hasil identifikasi dua graf bintang Sm dan Sn

dengan m dan n titik daun secara berturut-turut adalah:

dim(Sm � Sn) =


m+ n− 1, jika titik identifikasi adalah titik pusat,

m+ n− 4, jika titik identifikasi adalah titik daun,

m+ n− 3, lainnya.

Selanjutnya dimensi metrik dari graf hasil identifikasi graf bintang Sm dan graf

lintasan Pn adalah:

dim(Sm � Pn) =


m− 1, jika titik identifikasi adalah titik daun,

m, jika titik identifikasi adalah titik pusat dari graf

bintang dan titik daun dari graf lintasan,

m+ 1, lainnya.

Sebagai contoh, dimensi metrik dari identifikasi dua graf bintang berdasarkan pe-

milihan titik identifikasinya, dapat dilihat pada Gambar 1. Graf bintang pertama

digambar dengan sisi warna biru dan graf bintang kedua dengan sisi warna hi-

tam, untuk mempermudah dalam melihat titik identifikasi dari masing-masing graf.
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Dalam hal ini, basis dari identifikasi graf bintang adalah titik-titik yang berwarna.

Sedangkan titik berwarna putih adalah titik-titik yang tidak menjadi anggota basis.

Gambar 1. Dimensi metrik graf hasil identifikasi dua graf bintang sesuai dengan pemilihan titik

identifikasinya

Misalkan G adalah graf reguler berderajat r ≥ 1. Hasil identifikasi dari graf

reguler G dan graf lintasan Pn tidak bergantung pada pemilihan titik identifikasi di

graf G, tetapi pemilihan titik identifikasi di graf Pn. Pada teorema berikut dibuk-

tikan bahwa jika titik identifikasi dari graf lintasan Pn adalah titik daunnya, maka

dimensi metrik dari G� Pn sama dengan dimensi metrik dari graf reguler G.

Teorema 2.1. Misalkan G graf reguler, Pn graf lintasan dengan n titik, dan u titik

di G. Jika titik identifikasi v ∈ V (Pn) adalah titik daun, maka

dim(G� Pn) = dim(G).

Bukti. Untuk graf reguler berderajat satu, yaitu G = K2, diperoleh K2 � Pn =

Pn+1. Dengan demikian dim(G � Pn) = dim(G). Selanjutnya, misalkan G meru-

pakan graf reguler dengan derajat r ≥ 2. Pertama, akan dibuktikan bahwa

dim(G � Pn) ≥ dim(G). Akan ditunjukkan bahwa setiap himpunan W dengan

kardinalitas dim(G) − 1 bukan himpunan pembeda untuk G � Pn. Jelas bahwa

jika semua titik di W diambil dari titik di V (G) maka terdapat dua titik di G

dengan representasi yang sama. Sedangkan jika sebanyak dim(G) − 1 titik hanya

berasal dari graf lintasan Pn, maka terdapat dua titik x dan y di G yang berjarak

sama ke titik identifikasi u, yaitu d(x, u) = d(y, u), sehingga keduanya mempunyai

representasi sama. Dalam hal dim(G) = 2, jelas bahwa dim(G � Pn) ≥ dim(G).

Selanjutnya, misalkan dim(G) ≥ 3. Jika sebanyak dim(G) − 1 titik di W diambil

dari G dan Pn, maka terdapat dua titik yang menjadi anggota himpunan basis di G

tetapi tidak menjadi anggota himpunan W . Dua titik ini mempunyai representasi

yang sama terhadap himpunan W . Karena jika tidak, maka salah satu dari dua

titik ini bukan anggota basis dari G, sehingga terjadi kontradiksi. Terbukti setiap

subhimpunan dengan dim(G)− 1 titik bukanlah himpunan pembeda. Oleh karena

itu, dim(G� Pn) ≥ dim(G).

Untuk membuktikan bahwa dim(G � Pn) ≤ dim(G), akan ditunjukkan bahwa

banyak titik di himpunan basis G � Pn sama dengan banyak titik di himpunan

basis G. Karena G reguler, maka graf G � Pn tidak bergantung pada pemilihan
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titik identifikasi di G. Oleh karena itu, tanpa mengurangi keumuman bukti, dalam

hal ini pemilihan titik identifikasi u ∈ V (G) dilakukan setelah menentukan basis

dari graf G, dengan beberapa syarat sebagai berikut:

(1) Titik u bukan anggota basis dari G.

(2) Tidak ada titik z di G sedemikian sehingga r(z|W ) = r(u|W )+1. Dalam hal

ini, r(u|W ) + 1 didefinisikan sebagai r(u|W ) + 1 = (d(u,w1) + 1, d(u,w2) +

1, · · · , d(u,wk) + 1) dengan W = {w1, w2, · · · , wk}.

Dalam hal ini dipilih himpunan pembeda diG�Pn sama dengan himpunan pembeda

di G. Misalkan V (G � Pn) = V (G) ∪ {v1, v2, · · · , vn−1} dengan vn−1 sebagai titik

daun. Akibatnya setiap titik di G mempunyai representasi yang berbeda. Sedangkan

representasi dari setiap titik di {v1, v2, · · · , vn−1} juga berbeda karena r(vi|W ) =

r(u|W ) + i untuk setiap i = 1, 2, · · · , n− 1. Terbukti dim(G� Pn) = dim(G).

Pada pembahasan selanjutnya diberikan nilai eksak dimensi metrik dari identifi-

kasi graf G �H dengan G dan H graf lingkaran, graf lengkap, atau graf bipartisi

lengkap. Pertama diberikan dimensi metrik dari Cm�Cn. Karena operasi identifikasi

merupakan amalgamasi dari dua buah graf, maka dimensi metrik dari identifikasi

graf lingkaran telah diberikan oleh Iswadi et al. [11] yang telah mengkaji dimensi

metrik dari amalgamasi dari t buah graf lingkaran, yaitu dengan membatasi pada

dua graf lingkaran sebarang. Namun demikian pada paper ini, diberikan detail pem-

buktiannya secara independen.

Akibat 2.2. Untuk setiap m dan n bilangan bulat positif yang lebih besar dari 2,

maka

dim(Cm � Cn) =

{
3 jika m dan n keduanya genap,

2 lainnya.

Bukti. Misalkan V (Cm � Cn) = {c, u1, · · · , um−1, v1, · · · , vn−1} dengan titik

identifikasi c dan N(c) = {u1, um−1, v1, vn−1}.

(1) Untuk m dan n genap.

Pertama akan dibuktikan bahwa setiap subhimpunan dengan dua titik

bukan himpunan pembeda di Cm � Cn. Misalkan W = {x, y} dengan

x, y ∈ V (Cm � Cn). Maka titik x dan y dapat berada pada lingkaran yang

sama atau berbeda. Jika x dan y berada pada lingkaran yang sama, misal-

nya Cm, maka titik v1 dan titik vn−1 di Cn mempunyai representasi yang

sama, yaitu r(v1|A) = r(vn−1|A) = (1 + d(c, x), 1 + d(c, y)). Sedangkan

untuk x ∈ V (Cm) dan y ∈ V (Cn), cukup diperhatikan ketika x = ui un-

tuk suatu i = 1, 2, · · · , m2 dan y = vj untuk suatu j = 1, 2, · · · , n2 . Jika

x = vm
2

maka r(u1|W ) = r(um
2
|W ) = (m−2

2 , 1 + d(c, y)). Jika x = vi dan

y = vj untuk suatu i ∈ [1, m−2
2 ] dan j ∈ [1, n−2

2 ] maka titik vm−1 dan um−1

mempunyai representasi yang sama, yaitu (1 + d(c, x), 1 + d(c, y)). Dengan

demikian, dim(Cm � Cn) ≥ 3.

Selanjutnya misalkan W = {um−1, v1, vn−1}. Maka W adalah himpunan

pembeda dari Cm � Cn, karena setiap titik di graf Cm � Cn mempunyai
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representasi yang berbeda, yaitu:

r(c|W ) = (1, 1, 1),

r(ui|W ) =

{
(1 + i, 1 + i, 1 + i) untuk i = 2, 3, · · · , m−2

2 ,

(m− 1− i,m+ 1− i,m+ 1− i) untuk i = m
2 , · · · ,m− 2,

r(vj |W ) =

{
(j + 1, j − 1, j + 1) untuk j = 2, 3, · · · , n−3

2 ,

(n+ 1− j, n+ 1− j, n− 1− j) untukj = n−1
2 , · · · , n− 2.

(2) Paling banyak satu lingkaran dengan panjang genap.

Jelas bahwa dim(Cm � Cn) ≥ 2. Untuk m genap dan n ganjil, misalkan

W1 = {um−2
2
, vn−1

2
}. Representasi dari setiap titik di Cm � Cn adalah:

r(c|W1) = (m−2
2 , n−1

2 ),

r(ui|W1) =

{
(m−2

2 − i, n−1
2 + i) untuk i = 1, 2, · · · , m−4

2 ,

(i− m−2
2 ,m− i+ n−1

2 ) untuk i = m
2 , · · · ,m− 1,

r(vj |W1) =

{
(j + m−2

2 , n−1
2 − j) untuk j = 1, 2, · · · , n−3

2 ,

(n− j + m−2
2 , j − n−1

2 ) untuk j = n+1
2 , · · · , n− 1.

(3) Nilai m dan n ganjil.

Pilih W2 = {um−1
2
, v1}. Maka representasi dari setiap titik di Cm � Cn

adalah:

r(c|W2) = (m−1
2 , 1),

r(ui|W2) =

{
(m−1

2 − i, 1 + i) untuk i = 1, 2, · · · , m−3
2 ,

(i− m−1
2 ,m− i+ 1) untuk i = m+1

2 , · · · ,m− 1,

r(vj |W2) =

{
(m−1

2 + j, j − 1) untuk j = 2, 3, · · · , n+1
2 ,

(n− j + m−1
2 , n− j + 1) untuk j = n+3

2 , · · · , n− 1.

Graf hasil identifikasi dua lingkaran dengan dimensi metrik tertentu dapat dilihat

pada Gambar 2.

Gambar 2. Graf hasil identifikasi dua lingkaran dengan dimensi metrik tertentu

Dimensi metrik dari graf hasil identifikasi graf lengkap memenuhi batas bawah

yang diberikan oleh Poisson dan Zhang [14].

Teorema 2.3. Untuk setiap m dan n bilangan bulat positif yang lebih besar dari

3, maka

dim(Km �Kn) = m+ n− 4.
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Bukti. Misalkan V (Km � Kn) = {c, u1, · · · , um−1, v1, · · · , vn−1} dengan titik

identifikasi c. Berdasarkan Teorema 1.2 diperoleh dim(Km � Kn) ≥ (m − 1) +

(n− 1)− 2 = m+ n− 4. Untuk membuktikan bahwa dim(Km �Kn) ≤ m+ n− 4,

untuk setiap bilangan bulat m,n ≥ 3, pilih W = V (Km � Kn) \ {c, u1, v1}. Je-

las bahwa W adalah himpunan pembeda, karena setiap titik di Km � Kn mem-

punyai representasi yang berbeda. Adapun representasi dari titik yang bukan

anggota basis W adalah: r(c|W ) = (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
m+n−4

), r(u1|W ) = (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
m−2

, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
n−2

), dan

r(v1|W ) = (3, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
m−2

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

).

Graf hasil identifikasi dua graf lengkap dengan dimensi metrik 10 dapat dilihat pada

Gambar 3(a).

Dimensi metrik dari graf hasil identifikasi graf lengkap dan graf lingkaran, se-

lain tidak bergantung dari ganjil atau genapnya banyak titik di lingkaran, juga

memenuhi batas bawah yang diberikan oleh Poisson dan Zhang [14] pada Teorema

1.2, sebagaimana dibuktikan pada teorema berikut ini.

Teorema 2.4. Untuk setiap m dan n bilangan bulat positif yang lebih besar dari

3, maka

dim(Km � Cn) = m− 1.

Bukti. Misalkan V (Km � Cn) = {c, u1, · · · , um−1, v1, · · · , vn−1} dengan titik

identifikasi c. Berdasarkan Teorema 1.2 diperoleh dim(Km�Cn) ≥ (m−1)+2−2 =

m− 1.

Selanjutnya jika diambil subhimpunan dengan m − 1 titik, yaitu W =

{v1, v2, · · · , vm−2, u1}, maka W adalah himpunan pembeda, karena representasi se-

tiap titik di Km � Cn berbeda semua, yaitu:

r(c|W ) = (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
m−1

),

r(vm−1|W ) = (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
m−2

, 2),

r(vj |W ) =


(j + 1, · · · , j + 1︸ ︷︷ ︸

m−2

, j − 1) untuk j = 2, 3, · · · , n2 ,

(n− j + 1, · · · , n− j + 1︸ ︷︷ ︸
m−1

) untuk j = n+2
2 , · · · , n− 1.

Graf hasil identifikasi dari graf lengkap dan graf lingkaran dengan dimensi metrik

5 dapat dilihat pada Gambar 3(b).

Selanjutnya diberikan dimensi metrik dari graf hasil identifikasi dari graf bipar-

tisi lengkap dengan graf lengkap atau graf lingkaran. Keduanya memenuhi batas

bawah yang diberikan oleh Poisson dan Zhang [14] pada Teorema 1.2, sebagaimana

dibuktikan pada teorema berikut ini.

Teorema 2.5. Misalkan m,n ≥ 2 dan s ≥ 3 adalah bilangan bulat positif. Maka
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Gambar 3. Graf hasil identifikasi dari (a) dua graf lengkap dan (b) graf lengkap dan graf lingkaran
dengan dimensi metrik tertentu

(i) dim(Km,n � Cs) = m+ n− 2,

(ii) dim(Km,n �Ks) = m+ n+ s− 5.

Bukti. Berdasarkan Teorema 1.2 didapatkan dim(Km,n � Cs) ≥ m + n − 2 dan

dim(Km,n �Ks) ≥ m+ n+ s− 5. Unruk membuktikan batas atas dari keduanya,

misalkan V (Km,n�Cs) = V (Km,n�Ks) = {c, ui, vj , xk|i ∈ [1,m], j ∈ [1, n−1], k ∈
[1, s − 1]}. Pilih W1 = {x1, ui, vj | dengan i ∈ [1,m − 1] dan j ∈ [1, n − 2]} dan

W2 = V (Km,n�Ks)\{c, u1, v1, x1}. Representasi setiap titik di V (Km,n�Cs)\W1

adalah sebagai berikut.

r(c|W1) = (1, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
m−1

, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
n−2

),

r(um|W1) = (2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
m−1

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

),

r(vn−1|W1) = (3, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
m−1

, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
n−2

),

r(xk|W1) =



(k − 1, k + 1, · · · , k + 1︸ ︷︷ ︸
m−1

, k + 2, · · · , k + 2︸ ︷︷ ︸
n−2

) untuk k ∈
[
2, d s−1

2 e
]
,

(k − 1, a, · · · , a︸ ︷︷ ︸
m−1

, a+ 1, · · · , a+ 1︸ ︷︷ ︸
n−2

) untuk k = s+1
2 , s ganjil,

(a, a, · · · , a︸ ︷︷ ︸
m−1

, a+ 1, · · · , a+ 1︸ ︷︷ ︸
n−2

) untuk k ∈
[
d s+2

2 e, s− 1
]
.

,

dengan a = s − k + 1. Sedangkan representasi setiap titik di V (Km,n �Ks) \W2

adalah sebagai berikut.

r(c|W2) = (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
m−1

, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
n−2

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
s−2

), r(u1|W2) = (2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
m−1

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
s−2

),

r(v1|W2) = (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
m−1

, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
n−2

, 3, · · · , 3︸ ︷︷ ︸
s−2

), r(x1|W2) = (2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
m−1

, 3, · · · , 3︸ ︷︷ ︸
n−2

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
s−2

).

Karena setiap titik mempunyai representasi yang berbeda maka W1 adalah him-

punan pembeda di Km,n � Cs, sedangkan W2 adalah himpunan pembeda untuk

Km,n �Ks.
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Graf hasil identifikasi dari graf bipartisi lengkap dan graf lingkaran atau graf lengkap

dengan dimensi metrik tertentu dapat dilihat pada Gambar 4.

Gambar 4. Graf K3,5 � C9 dan K3,5 �K9 dengan dimensi metriknya

3. Kesimpulan

Beberapa hasil yang diperoleh terkait dimensi metrik dari graf hasil identifikasi

adalah sebagai berikut:

(1) Misalkan G adalah graf reguler dan v adalah titik daun pada graf lintasan

Pn. Maka dimensi metrik dari graf hasil identifikasi G dengan Pn pada titik

v adalah tetap, yaitu dim(G� Pn) = dim(G).

(2) Beberapa kelas graf hasil identifikasi dengan dimensi metrik yang bernilai

tepat sama dengan batas bawah yang diberikan pada Teorema 1.2, oleh

Poisson dan Zhang [14], yaitu dim(G�H) = dim(G)+dim(H)−2, adalah

graf C2m+1 �Cn, Km �Kn, Km �Cn, Km,n �Cs, dan Km,n �Ks, untuk

setiap m,n, dan s bilangan bulat positif.

Berikut adalah beberapa masalah terbuka terkait dimensi metrik graf hasil

identifikasi.

(1) Tentukan dimensi metrik dari G�Pn jika titik identifikasi pada graf lintasan

Pn selain titik daun; dan juga jika G tidak reguler!

(2) Karakterisasi kelas-kelas graf G dan H yang dimensi metriknya tepat sama

dengan hasil Poisson dan Zhang [14] pada Teorema 1.2, yaitu dim(G�H) =

dim(G) + dim(H)− 2.
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