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Abstrak. Himpunan fuzzy dapat didefinisikan dalam bentuk struktur aljabar seperti
grup fuzzy, grup anti-fuzzy dan grup fuzzy intusionistik. Pada artikel ini akan dibahas

mengenai kernel dari grup fuzzy, grup anti-fuzzy dan grup fuzzy intusionistik serta be-

berapa sifat yang dapat diturunkan dari konsep tersebut.

Abstract. Fuzzy sets can be defined in the form of algebraic structures such as

fuzzy groups, anti-fuzzy groups and intuitive fuzzy groups. In this article, explained the
kernel of the fuzzy group, anti-fuzzy group and intuitionistic fuzzy group and some of

the properties that can be derived from these concepts.

Kata Kunci : grup fuzzy, kernel, kernel grup fuzzy intusionistik

1. Pendahuluan

Zadeh [18] memperkenalkan konsep himpunan fuzzy dan menjabarkan subhimpunan

fuzzy dan relasi. Konsep himpunan fuzzy ini kemudian diperluas oleh peneliti-

peneliti lain ke dalam topik struktur aljabar (aljabar abstrak) seperti grup fuzzy

[14,16], sub grup normal fuzzy [17], grup nilpoten fuzzy [7], subgrup invarian fuzzy

[12], anti-fuzzy grup [4], dan beberapa perumuman lain sebagai struktur neutro-

sophic [1].

Himpunan fuzzy intusionistik pertama kali diperkenalkan oleh Atanassov [2].

Konsep fuzzy intusionistik ini merupakan perumuman dari himpunan fuzzy [18].

Konsep ini juga telah dikembangkan penelitiannya dalam struktur aljabar seperti

ring fuzzy intusionistik [13], ideal fuzzy intusionistik dari ring [9], subgrup dan

subring dari fuzzy intusionistik [10], (α, β)− cut dari grup fuzzy intusionistik [15],

dan ideal prima fuzzy intusionistik dari ring [3].

Pada struktur aljabar grup dikenal istilah kernel. Pada paper ini akan diba-

has mengenai kernel dari grup fuzzy, grup anti-fuzzy, dan grup fuzzy intusionistik,

beserta sifat-sifatnya yang menarik.

∗penulis korespondensi
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2. Landasan Teori

Pertama-tama, akan diberikan konsep struktur aljabar grup yang akan digunakan

pada artikel ini.

Definisi 2.1. [8] Himpunan tak kosong G dengan operasi biner ∗ membentuk grup,

jika dan hanya jika:

(1) Untuk setiap m,n ∈ G berlaku m ∗ n ∈ G (tertutup).

(2) Untuk setiap m,n, p ∈ G berlaku m ∗ (n ∗ p) = (m ∗ n) ∗ p (asosiatif).

(3) Terdapat unsur identitas e ∈ G sehingga untuk setiap m ∈ G berlaku m ∗ e =

e ∗m = m (e unsur identitas dari G).

(4) Untuk setiap p ∈ G terdapat p−1 ∈ G sehingga p∗p−1 = p−1 ∗p = e (p−1 unsur

invers dari p di G).

Contoh 2.2. Himpunan semua bilangan bulat (Z) dengan operasi penjumlahan

merupakan grup.

Teorema 2.3. [5] Unsur identitas dari grup adalah tunggal dan unsur invers dari

setiap anggota di grup juga tunggal.

Definisi 2.4. [8] Grup (G, ∗) disebut grup komutatif jika dan hanya jika untuk

setiap m,n ∈ G berlaku m ∗ n = n ∗m.

Contoh 2.5. Himpunan semua bilangan real tanpa nol (R∗) dengan operasi

perkalian bersifat komutatif.

Dapat dituliskan bahwa m2 = m ∗m dan n5 = n ∗ n ∗ n ∗ n ∗ n.

Definisi 2.6. [6] Grup (G, ∗) disebut grup siklik jika terdapat p ∈ G sehingga {pi|i ∈
N} = G atau dikatakan p membangun grup G.

Definisi 2.7. [6] Misalkan (G, ∗) merupakan grup. Apabila himpunan tak kosong

H yang merupakan sub himpunan dari G dengan operasi ∗ juga membentuk grup

maka H dikatakan subgrup dari G.

Contoh 2.8. Himpunan semua bilangan real dengan operasi penjumlahan mem-

bentuk grup, (R,+). Himpunan semua bilangan bulat(Z), merupakan sub himpunan

dari himpunan semua bilangan real(R), dan himpunan semua bilangan bulat dengan

operasi penjumlahan membentuk grup, (Z,+). Oleh karena itu, Z merupakan sub-

grup dari (R,+).

Teorema 2.9. Jika H1 dan H2 merupakan subgrup dari (G, ∗) maka H1 ∩ H2

merupakan subgrup dari (G, ∗).

Bukti. Himpunan H1 ∩H2 merupakan sub himpunan H1. Karena H1 merupakan

subgrup (G, ∗) maka H1 sub himpunan dari G. Sehingga H1 ∩H2 merupakan sub

himpunan dari G. Selanjutnya, himpunan H1 ∩H2 bukan himpunan kosong karena

terdapat e ∈ H1 ∩H2.
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(1) Ambil sebarang a, b ∈ H1 ∩H2. Oleh karena itu, a, b ∈ H1. Karena H1 subgrup

maka a ∗ b ∈ H1. Selanjutnya, a, b ∈ H2. Karena H2 subgrup maka a ∗ b ∈ H2.

Diperoleh a ∗ b ∈ H1 dan a ∗ b ∈ H2, sehingga a ∗ b ∈ H1 ∩H2 (tertutup).

(2) Karena operasi yang digunakan ∗ di G bersifat asosiatif maka di H1 ∩H2 juga

asosiatif.

(3) Karena H1 subgrup maka terdapat e ∈ H1, dan karena H2 subgrup maka

terdapat e ∈ H2 sehingga e ∈ H1 ∩H2 (unsur identitas grup).

(4) Ambil sebarang a ∈ H1 ∩H2, maka a ∈ H1 dan a ∈ H2. Himpunan H1 meru-

pakan subgrup maka terdapat a−1 ∈ H1, dan karena H2 subgrup maka terdapat

a−1 ∈ H2, sehingga a−1 ∈ H1 ∩H2 (unsur invers untuk setiap a ∈ H1 ∩H2).

Jadi terbukti bahwa H1 ∩H2 merupakan subgrup (G, ∗).

Definisi 2.10. [8] Misalkan (G, ∗) grup. Subgrup H dikatakan subgrup normal G

jika pH = Hp untuk setiap p ∈ G.

Dapat dituliskan notasi pH = {p ∗ h|h ∈ H} dan Hp = {h ∗ p|h ∈ H}.

Definisi 2.11. [6] Misalkan (G, ∗) grup, H subgrup normal dari G. Himpunan

G/H = {pH|p ∈ G} merupakan grup dengan operasi (pH)(qH) = p ∗ qH; p, q ∈ G.

G/H disebut grup faktor.

Teorema 2.12. [8] Misalkan G grup dan H subgrup dari G, maka pernyataan

berikut ekuivalen:

(1) gH = Hg, ∀g ∈ G.

(2) ghg−1 ∈ H,∀g ∈ G, h ∈ H.

(3) gHg−1 = H,∀g ∈ G.

Definisi 2.13. [5] Misalkan (G, ∗) grup, m,n ∈ G. Kommutator m dan n adalah

[m,n] = m−1n−1mn.

Definisi 2.14. [5] Subgrup Kommutator [G,G] (atau disebut derived subgroup),

dinotasikan dengan G′ merupakan subgrup yang dibangun oleh semua kommutator.

Tuliskan notasi G′ = [G,G] dan G” = [G′, G′] (second derived subgroup).

Definisi 2.15. [5] Grup G disebut meta komutatif jika dan hanya jika terdapat

suatu subgroup normal komutatif A sehingga grup faktor G/A komutatif.

Definisi 2.16. [5] Grup G disebut solvable jika G mempunyai deret subgrup sebagai

berikut:

{e} = M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ · · · ⊂Mk = G,

dimana untuk setiap 0 ≤ i < k,Mi normal di Mi+1 dan Mi+1/Mi komutatif.

Definisi 2.17. [6] Misalkan (G, ∗), (M,@) merupakan grup, suatu pemetaan ψ :

G→M dinamakan homomorfisma jika ψ(p∗q) = ψ(p)@ψ(q) untuk setiap p, q ∈ G.

Definisi 2.18. [6] Jika ψ merupakan homomorfisma dari G ke H meka kernel dari

ψ, Ker ψ, didefinisikan sebagai Ker ψ = {p ∈ G|ψ(p) = e}.
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Selanjutnya akan diberikan konsep himpunan fuzzy intusionistik yang didefinisi-

kan oleh Atanassov [2] yang merupakan perumuman dari konsep himpunan fuzzy

yang diberikan oleh Zadeh [18].

Definisi 2.19. [18] Misalkan M suatu himpunan tak kosong. Himpunan fuzzy B

atas M didefinisikan sebagai:

B = {< a, µB(a) >: a ∈M},

dimana µB : M → [0, 1], dan µB(a) disebut derajat keanggotaan dari a pada him-

punan fuzzy B.

Definisi 2.20. [2] Misalkan M suatu himpunan tak kosong. Himpunan fuzzy intu-

sionistik (IFS) B atas M didefinisikan sebagai:

B = {< a, µB(a), vB(a) >: a ∈M},

dimana µB , vB : M → [0, 1], berturut turut menyatakan derajat keanggotaan dan

derajat non keanggotaan dari a ∈ M pada himpunan B, dan selanjutnya untuk

setiap a ∈M berlaku:

0 ≤ µB(a) + vB(a) ≤ 1.

Nilai πB(a) = 1−µB(a)−vB(a) merupakan derajat samar keanggotaan dari a ∈M
pada IFS B, artinya πB(x) menyatakan ketidakpastian apakah x memiliki derajat

keanggotaan atau tidak di IFS B, dengan πB : M → [0, 1] untuk setiap a ∈M .

3. Pembahasan

Definisi 3.1. [4] Misalkan (G, ∗) merupakan grup, f : G→ [0, 1], maka G disebut

grup fuzzy jika untuk setiap x, y ∈ G berlaku:

(1) f(x ∗ y) ≥ min(f(x), f(y)).

(2) f(x−1) = f(x).

Teorema 3.2. Misalkan (G, f) merupakan grup fuzzy dengan f : G → [0, 1], dan

e merupakan identitas pada grup G, maka f(e) ≥ f(x);∀x ∈ G.

Bukti. Perhatikan bahwa untuk setiap x ∈ G berlaku

f(e) = f(x ∗ x−1) ≥ min(f(x), f(x−1)).

Karena (G, f) merupakan grup fuzzy maka f(x−1) = f(x). Oleh karena itu,

f(e) ≥ min(f(x), f(x)) = f(x).

Jadi terbukti bahwa f(e) ≥ f(x).

Definisi 3.3. [4] Misalkan (G, f) merupakan grup fuzzy, dan e identitas pada grup

G, maka

Kf = {x ∈ G; f(x) = f(e)}

disebut kernel fuzzy dari G terhadap f .
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Teorema 3.4. Misalkan (G, f) merupakan grup fuzzy maka Kf merupakan subgrup

G.

Bukti. Diketahui bahwa Kf bukan himpunan kosong, karena terdapat e ∈ Kf .

Ambil sebarang x ∈ Kf , maka berdasarkan sifat grup fuzzy f(x−1) = f(x), dan

karena x ∈ Kf , maka f(x) = f(e). Diperoleh f(x−1) = f(x) = f(e) maka x−1 ∈ Kf ,

dan untuk setiap x, y ∈ Kf berlaku f(xy) ≥ min(f(x), f(y)) = min(f(e), f(e)) =

f(e). Diperoleh f(xy) ≥ f(e), akan tetapi berdasarkan Teorema 3.2 diperoleh

f(e) ≥ f(xy). Jadi diperoleh f(xy) = f(e), terbukti xy ∈ Kf . Jadi terbukti Kf

merupakan subgrup dari grup fuzzy (G, f).

Teorema 3.5. Misalkan (G, f) merupakan grup fuzzy dan Kf merupakan kernel

fuzzy, maka

(1) ∀m ∈ G, x ∈ Kf : f(mxm−1) ≥ f(m)

(2) Jika Kf grup normal maka f(mx) = f(x),∀m ∈ G, x ∈ Kf .

Bukti.

(1) Berdasarkan definisi grup fuzzy (G, f) maka

f(mxm−1) ≥ min(f(m), f(x), f(m−1)) = min(f(m), f(e)) = f(m).

Jadi terbukti bahwa f(mxm−1) ≥ f(m).

(2) Jika diasumsikan Kf normal maka mxm−1 ∈ Kf untuk setiap x ∈ Kf dan m ∈
G. Hal ini mengakibatkan f(mxm−1) = f(e), maka f(mxm−1m) = f(em) →
f(mx) = f(m).

Definisi 3.6. [11] Misalkan (G, f) merupakan grup fuzzy, H merupakan subgrup

normal dengan f(x) = f(e) untuk setiap x ∈ H. Himpunan H disebut faktor normal

tertutup fuzzy G terhadap f .

Contoh 3.7. Diketahui G = (Z∗7 , .) Z∗7 adalah himpunan yang berisi anggota

modulo 7 tanpa 0, yaitu {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Didefinisikan f : G → [0, 1] sedemikian

sehingga f(1) = f(3) = f(5) = 1, f(2) = f(4) = f(6) = 1
3 . Diperoleh bahwa

H = {1, 3, 5} merupakan subgrup normal dari G dan f(x) = f(1) = 1 untuk setiap

x ∈ H. Maka H merupakan faktor normal tertutup.

Definisi 3.8. [4] Misalkan (G, ∗) merupakan grup, dan g : G → [0, 1], maka G

disebut grup anti-fuzzy jika untuk setiap x, y ∈ G berlaku:

(1) g(x ∗ y) ≤ max(g(x), g(y)).

(2) g(x−1) = g(x).

Teorema 3.9. Misalkan (G, g) merupakan grup anti-fuzzy dengan g : G → [0, 1],

maka g(e) ≤ g(x)∀x ∈ G.

Bukti. Perhatikan bahwa untuk setiap x ∈ G berlaku g(e) = g(x ∗ x−1) ≤
min(g(x), g(x−1)). Karena (G, g) merupakan grup anti-fuzzy maka g(x−1) = g(x).

Oleh karena itu, g(e) ≤ max(g(x), g(x)) = g(x). Jadi terbukti bahwa g(e) ≤ g(x).
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Definisi 3.10. [4] Misalkan (G, g) merupakan grup anti-fuzzy, dan e identitas pada

grup G, maka

Kg = {x ∈ G; g(x) = g(e)}

disebut kernel anti-fuzzy dari G terhadap g.

Teorema 3.11. Misalkan (G, g) merupakan grup anti-fuzzy maka Kg merupakan

subgrup G.

Bukti. Diketahui bahwa Kg bukan himpunan kosong, karena terdapat e ∈ Kg.

Ambil sebarang x ∈ Kg. Berdasarkan sifat grup anti-fuzzy g(x−1) = g(x) dan

karena x ∈ Kg, maka g(x) = g(e), sehingga diperoleh g(x−1) = g(x) = g(e), dan

x−1 ∈ Kg. Untuk setiap x, y ∈ Kg, berlaku

g(xy) ≤ max(g(x), g(y)) = max(g(e), g(e)) = g(e).

Diperoleh g(xy) ≤ g(e), akan tetapi berdasarkan Teorema 3.9 diperoleh g(e) ≤
g(xy). Jadi diperoleh g(xy) = g(e), sehingga xy ∈ Kg. Jadi terbukti bahwa Kg

merupakan subgrup dari grup anti-fuzzy (G, g).

Teorema 3.12. Misalkan (G, g) merupakan grup anti-fuzzy, dan Kg merupakan

kernel fuzzy, maka:

(1) ∀m ∈ G, x ∈ Kg : g(mxm−1) ≤ g(m).

(2) Jika Kg grup normal maka g(mx) = g(x),∀m ∈ G, x ∈ Kg.

Bukti.

(1) Berdasarkan definisi grup anti-fuzzy (G, g) maka

g(mxm−1) ≤ max(g(m), g(x), g(m−1)) = max(g(m), g(e)) = g(m). Jadi ter-

bukti g(mxm−1) ≤ g(m).

(2) Jika diasumsikan Kg normal maka mxm−1 ∈ Kg untuk setiap x ∈ Kg dan m ∈
G. Hal ini mengakibatkan g(mxm−1) = g(e), maka g(mxm−1m) = g(em) →
g(mx) = g(m).

Definisi 3.13. [4] Misalkan (G, ∗) merupakan grup, f, g : G → [0, 1], maka G

disebut grup fuzzy intusionistik jika untuk setiap x, y ∈ G berlaku:

(1) f(x ∗ y) ≥ min(f(x), f(y)), f(x−1) = f(x).

(2) g(x ∗ y) ≤ max(g(x), g(y)), g(x−1) = g(x).

Definisi 3.14. [4] Misalkan (G, f, g) merupakan grup fuzzy intusionistik, dan e

identitas pada grup G,

KI = Kf ∩Kg = {x ∈ G; f(x) = f(e) dan g(x) = g(e)}

disebut kernel fuzzy intusionistik dari G.

Contoh 3.15. Misalkan Z5 merupakan grup perkalian modulo 5. Maka G =

Z(5,∗) = {1, 2, 3, 4}. Didefinisikan: f, g : G → [0, 1]; f(1) = 1, f(2) = f(3) = f(4) =
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0, 5, g(1) = g(4) = 0, 1, g(2) = g(3) = 0, 2. Jelas bahwa G merupakan subgrup fuzzy

intusionistik, sehingga diperoleh

Kf = {1},Kg = {1, 4},KI = {1}.

Teorema 3.16. Misalkan (G, f, g) merupakan grup fuzzy intusionistik maka KI

merupakan subgrup G.

Bukti. Berdasarkan Teorema 2.9,Kf danKg merupakan subgrup, dan irisan kedua

subgrup merupakan subgrup, sehingga KI = Kf ∩Kg merupakan subgrup, dengan

kata lain kernel fuzzy intusionistik merupakan subgrup G.

Teorema 3.17. [4] Misalkan (G, f, g) merupakan grup fuzzy intusionistik. Jika

f(e) = g(e) maka Kf = Kg = KI .

Definisi 3.18. [4] Misalkan (G, f, g) merupakan grup fuzzy intusionistik, G disebut

grup fuzzy intusionistik sederhana jika dan hanya jika KI = {e}.

Teorema 3.19. [4] Misalkan (G, f, g) merupakan grup fuzzy intusionistik seder-

hana. Jika derived subgrup G′ adalah faktor tertutup normal terhadap g dan f

maka G merupakan grup komutatif.

Bukti. Andaikan G′ merupakan faktor tertutup normal. Oleh karena itu, G′ sub-

grup dari Kf dan G′ subgrup dari Kg. Diperoleh bahwa G′ subgrup dari KI = {e},
dan G′ = {e} sehingga G merupakan grup komutatif.

Teorema 3.20. [4] Misalkan (G, f, g) merupakan grup fuzzy intusionistik seder-

hana, jika second derived subgrup G” merupakan faktor tertutup normal terhadap

g dan f , maka G merupakan grup meta komutatif.

Bukti. Andaikan G” faktor tertutup normal. Oleh karena itu, G” subgrup dari

Kf dan G” subgrup dari Kg. Diperoleh bahwa G” subgrup dari KI = {e}, dan

G” = {e}, sehingga G merupakan grup meta komutatif.

Definisi 3.21. [4] Misalkan (G, f, g) merupakan grup fuzzy intusionistik:

(1) G disebut komutatif intusionistik jika dan hanya jika KI komutatif.

(2) G disebut siklik intusionistik jika dan hanya jika KI siklik.

(3) G disebut solvable intusionistik jika dan hanya jika KI . solvable

Teorema 3.22. [4] Misalkan (G, f, g) merupakan grup fuzzy intusionistik, maka:

(1) Jika G komutatif maka G komutatif intusionitik.

(2) Jika G siklik maka G siklik intusionitik.

(3) Jika G solvable maka G solvable intusionitik.

(4) Jika G komutatif intusionistik maka G solvable intusionitik.

Bukti.
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(1) Berdasarkan teorema setiap subgrup dari grup komutatif juga komutatatif, se-

hingga KI komutatif, maka berdasarkan definisi G komutatif intusionistik.

(2) Berdasarkan teorema setiap subgrup dari grup siklik juga siklik, sehingga KI

siklik, maka berdasarkan definisi G siklik intusionistik.

(3) Berdasarkan teorema setiap subgrup dari grup solvable juga solvable, sehingga

KI solvable, maka berdasarkan definisi G solvable intusionistik.

(4) Berdasarkan teorema setiap grup komutatif itu solvable, sehingga KI solvable,

maka berdasarkan definisi G solvable intusionistik.

4. Kesimpulan

Pada artikel ini, konsep struktur aljabar grup dan kernel digunakan untuk men-

definisikan fuzzy grup beserta kernelnya. Terdapat sifat-sifat menarik pada struktur

aljabar terkait dengan fuzzy, anti-fuzzy, dan juga fuzzy intusionistik.
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