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Abstrak. Sistem antrian satu server (M/M/1) adalah sistem antrian sederhana dimana
label pertama menyatakan dengan pola kedatangan, label kedua menyatakan tingkat
pelayanan dan angka 1 menotasikan jumlah server yang ada di dalam sistem antrian.
Sistem antrian satu server (M/M/1) mempunyai ciri pola kedatangan berdistribusi Pois-
son sedangkan waktu antar kedatangannya berdistribusi eksponensial dan pola keper-
gian berdistribusi Poisson dan tingkat pelayanannya berdistribusi eksponensial. Uku-
ran keefektifan dari sistem antrian satu server dapat dinilai dari kategori nilai harapan
banyaknya customer dalam sistem, nilai harapan banyaknya customer dalam antrian,
nilai harapan waktu tunggu customer dalam sistem dan nilai harapan waktu tunggu
customer dalam antrian.

Kata Kunci: Antrian, distribusi Poisson, distribusi eksponensial

1. Pendahuluan

Proses antrian merupakan suatu proses yang berhubungan dengan kedatangan
pelanggan pada suatu fasilitas pelayanan, menunggu dalam baris antrian jika belum
dapat dilayani, dilayani dan akhirnya meninggalkan fasilitas tersebut sesudah di-
layani. Menurut Sinalungga [5], teori antrian (queuing theory) merupakan studi
probabilistik kejadian garis tunggu (waiting lines), yakni suatu garis tunggu dari
customer yang memerlukan layanan dari sistem yang ada. Menurut Wospakrik [7],
sistem antrian adalah himpunan customer, server beserta aturan yang mengatur
antara kedatangan customer dan pelayanannya.

Dalam makalah ini akan dibahas mengenai antrian dengan pola satu server den-
gan distribusi kedatangan dan distribusi kepergian menyebar secara Poisson yang
dinotasikan dengan M, serta tingkat pelayanan menyebar secara eksponensial yang
dinotasikan dengan M, didefinisikan sebagai antrian model M/M/1. Simbol M per-
tama merupakan proses kedatangan, simbol M kedua merupakan proses pelayanan
dan angka 1 merupakan banyak server yang ada pada sistem antrian tersebut.

2. Asumsi Probabilitas Sistem Antrian M/M/1

Laju kedatangan customer pada saat jumlah customer dalam antrian berubah
dari n menjadi n + 1 pada waktu tertentu dinotasikan dengan A,, sedangkan laju
pelayanan customer pada saat jumlah customer dalam antrian berubah dari n
menjadi n + 1 pada waktu tertentu dinotasikan dengan pu, sesuai dengan gambar
berikut.
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Gambar 1. Proses Kedatangan dan Kepergian dalam Suatu Sistem Antrian

Untuk memformulasikan proses tersebut digunakan asumsi yang dirumuskan
oleh Wosparkik [5] yang dapat dijelaskan sebagai berikut.

i) Probabilitas sebuah kedatangan terjadi antara ¢ dan ¢+ /At, dinyatakan dengan
P((X(t+ At) — X(t) =1) = MyAt + o(At).
ii) Probabilitas tidak ada kedatangan antara t dan t + At, dinyatakan dengan
P((X(t+ At —X(t)=1)=1- XAt +o(At.)
iii) Probabilitas sebuah kepergian terjadi antara ¢t dan ¢t + At dinyatakan dengan
P(Y(t+AL) =Y (t) =1) = up At + o(At).
iv) Probabilitas tidak ada kepergian antara t dan ¢t + At dinyatakan dengan
P(Yt+ At —-Y(@)=1)=1— pu, At + o(At).

v) Probabilitas terjadi lebih dari satu kejadian pada selang waktu yang sangat
pendek adalah sangat kecil sehingga dapat diabaikan, dapat dinyatakan dengan

P((Y(t+ At) — Y (1)) > 1) = o(At).

vi) Proses kedatangan, kepergian dan pelayanan merupakan kejadian yang saling
bebas.

Berdasarkan Gambar 1, kemungkinan-kemungkinan kejadian saling bebas yang
dapat terjadi jika terdapat n (n > 0) customer pada waktu t + At adalah sebagai
berikut.

Tabel 1. Kemungkinan Kejadian Terdapat n Costumer dalam Sistem pada saat

t+ At
Kasus | Jml costumer | Jml kedatangan | Jml kepergian | Jml costumer
waktu (t) waktu At waktu At waktu ¢ + At
1 n 0 0 n
2 n+1 0 1 n
3 n—1 1 0 n
4 n 1 1 n
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Menurut asumsi (vi), kedatangan dan kepergian merupakan kejadian-kejadian
yang saling bebas, sehingga peluang dari masing-masing kejadian pada Tabel 1
adalah sebagai berikut.

(1) Probabilitas kasus 1 = P, (t) — P, (t) — unA(t) + Po(t) A\ AL
(2) Probabilitas kasus 2 = Py, 1(¢) pn41 () At.

(3) Probabilitas kasus 3 = P,,_1(t) An—1(t)At.

(4) Probabilitas kasus 4 = o(t).

Karena kasus-kasus tersebut saling lepas, maka probabilitas terdapat n customer
dalam sistem (n > 1) pada saat t + At dapat dinyatakan sebagai berikut.

Pn(t—FAt) = Pn(t)—Pn (t)—u»,LA(t)—)\7lAt+Pn+1 (t)un_H Nt+P,_1 (t))\n_lﬂt—FO(t).

(2.1)
Sehingga persamaan (2.1) menjadi
dP,(t
% = _()\n + Nn)Pn(t) + Pn+1(t),un+1 + Pnfl(t))\nfl, n Z 1. (22)

Probabilitas terdapat n customer dalam sistem (n=0) pada saat ¢t + At dapat
dinyatakan dengan

Po(t + At) = Po(t) - Po(t))\()At + P (t),ulﬁt + O(t), n=20. (23)
Sehingga persamaan (2.3) menjadi
dPy(t
C(;t( ) = Pl(t)ﬂq + Po(t)Ao,n =0. (24)

Persamaan (2.2) dan persamaan (2.4) disebut persamaan Kolmogorov.

3. Distribusi Kedatangan dan Distribusi Kepergian
3.1. Distribusi Kedatangan

Kedatangan yang dimaksud adalah kedatangan murni, yaitu kedatangan tanpa
diser-tai kepergian, maka laju kepergian p, = 0, V,, > 0, dan peluang terda-
pat n, n > 0 kedatangan pada waktu ¢ dapat diperoleh dengan mensubstitusikan
tn =0, Ay, = X ke persamaan Kolgomorov, sehingga didapatkan

dP,(t)
dt

= —(AP(t) + APy _1(t),n > 1 (3.1)

dan
dPo(t)
dt

Dari persamaan (3.1) dan (3.2) diperoleh hasil sebagai berikut.
Untuk n = 0 akan diperoleh

= APy(t),n = 0. (3.2)

Py(t) = e M. (3.3)
Untuk n = 1 akan diperoleh
Py (t) = e . (3.4)
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Untuk n = 2 akan diperoleh

At)?
Py(t) = ( 2) e M. (3.5)
Maka secara umum solusi dari persamaan (3.3) — (3.5) adalah
)"
P, (t) = %e*”. (3.6)

Dari persamaan (3.6) dapat disimpulkan bahwa pola kedatangan berdistribusi se-
cara Poisson.

Teorema 3.1. [I] Jika kedatangan customer berdistribusi Poisson maka waktu an-
tar kedatangan customer berdistribusi eksponensial.

Bukti. Asumsikan 7T,,, n > 0 adalah waktu antara n — 1 kedatangan sampai n
kedatangan. Barisan T;,, n = 1,2, 3, - - - merupakan barisan waktu antar kedatangan
yang saling lepas dan saling bebas. Ambil 77 yang merupakan waktu antara tidak
ada customer dalam sistem dan ketika ada kedatangan pertama. Akan ditunjukkan
bahwa T} berdistribusi eksponensial.

Ambil ¢t < Ty, maka kedatangan pada waktu ¢ adalah nol, yang artinya
P(Ty > t) = Py(t). Berdasarkan persamaan (3.3), maka fungsi distribusi kumu-
latif 77 dengan ¢ > 0 adalah

Ft)=P(Ty <t)=1—e*. (3.7)

Persamaan F(t) = 1 — e~*" merupakan distribusi kumulatif dari distribusi ekspo-

nensial yang secara umum dapat ditulis sebagai berikut.
F(t) = 1—e M, jﬂ?a t>0,
0, lainnya.
Sesuai dengan asumsi bahwa barisan waktu antar kedatangan pada sistem antrian

adalah saling bebas, maka pembuktian di atas juga berlaku untuk 7;,,n > 0. Jadi
terbukti bahwa waktu antar kedatangan berdistribusi eksponensial. O

3.2. Distribusi Kepergian

Kepergian yang dimaksud adalah kepergian murni, yaitu kepergian tanpa disertai
kedatangan, maka laju kepergian p,, = p, ¥, > 0, dan peluang terdapat n(n > 0)
kepergian pada waktu ¢t dapat diperoleh dengan mensubstitusikan p, = p, A, =0
ke persamaan Kolgomorov sehingga didapatkan
dP,(t)
dt

= —uP,(t) + pPry1(t),n > 1, (3.8)

dan
dPo(t)
dt
Dari persamaan (3.8) dan (3.9) diperoleh hasil sebagai berikut.
Untuk n = N akan diperoleh

=P (t)u,n=0. (3.9)

Py(t) = e . (3.10)
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Untuk n = N — 1 akan diperoleh
Py_1(t) = ute M. (3.11)

Untuk n = N — 2 akan diperoleh

P () = (“S)Qe—ﬂf. (3.12)

Maka secara umum solusi dari persamaan (3.10) — (3.12) adalah

Po(t) = PO ot (3.13)

n!

Dari persamaan (3.13) dapat disimpulkan bahwa pola kepergian berdistribusi secara
Poisson.

Teorema 3.2. [0] Jika kedatangan customer berdistribusi Poisson maka waktu
pelayanan customer berdistribusi eksponensial.

Bukti. Asumsikan 7T;,, n > 1 adalah waktu pelayanan pada customer ke n. Barisan
T,.(n) =1,2,3, - merupakan barisan waktu pelayanan yang saling lepas dan sa-
ling bebas. Ambil ¢ < T} maka jumlah kepergian pada waktu ¢ adalah 0. Akan
ditunjukkan bahwa T; berdistribusi eksponensial. Maka P(T7 > t) = Py(t).

Berdasarkan persamaan (3.10) maka fungsi distribusi kumulatif 7} dengan ¢ > 0
adalah

Fit)=P(Th <t)=1—e M. (3.14)
Persamaan F(t) = 1 — e~ #* merupakan distribusi kumulatif dari distribusi ekspo-
nensial yang secara umum dapat ditulis sebagai berikut.

F(t) =

—eHt 5
{1 e M jikat >0 (3.15)

0, lainnya.
Sesuai dengan asumsi bahwa barisan waktu pelayanan pada sistem antrian

adalah saling bebas, maka pembuktian di atas juga berlaku untuk 7;,,n > 0. Jadi
terbukti bahwa waktu antar kedatangan berdistribusi eksponensial. O

4. Sistem Antrian Steady State

Kondisi Steady state yaitu keadaan sistem yang tidak tergantung pada keadaan
awal maupun waktu yang telah dilalui. Jika suatu sistem antrian telah mencapai
kondisi steady state maka peluang terdapat n customer dalam sistem pada waktu
t tidak bergantung kepada waktu. Kondisi steady state terjadi ketika %t(t) =0
maka persamaan Kolgomorov menjadi

Pl(t)ﬂl —Po(t)>\0 :O,TLZO, (41)
dan

_()\n + un)Pn(t) + Pn+1(t)un+1 + Pn—l(t)/\n—l =0,n>1. (42)
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Proses dalam sistem ini adalah proses kedatangan dan kepergian dengan u,, = pu,
An = p. Dengan mensubstitusikan u, = p, A\, = p ke persamaan (4.1) dan (4.2)
maka akan menghasilkan

uPi(t) — APy(t) =0,n =10 (4.3)
dan
—A+ W) Pu(t) + iPoi1 (t) + APy_1(t) = 0,n > 1 (4.4)

Dari persamaan (4.3) dan (4.4) akan diperoleh probabilitas terdapatnya n customer
dalam keadaan steady state sebagai berikut

A A
P,=PFP || ==PF(=)". (4.5)
117 =rC
Dengan memisalkan p = % maka akan diperoleh persamaan
A n n
Pn:PO(;) = Py(p)".

Sehingga diperoleh solusi steady state berikut

Py =(1=p)p" |pl <1. (4.6)

5. Ukuran Keefektifan Model Antrian (M/M/1)

Ukuran Keefektifan Model Antrian (M/M/1) dapat ditentukan melalui unsur-unsur
berikut

(1) Nilai Harapan Banyak Customer dalam Sistem
Nilai harapan banyak customer dalam sistem L, merupakan jumlah dari
perkalian keseluruhan customer dalam sistem dengan peluang terdapat n cus-
tomer, dinyatakan sebagai berikut [2].
P
Ly=—. 5.1
ey (5.1)
(2) Nilai Harapan Banyak Customer dalam Antrian
Nilai harapan banyak customer dalam sistem antrian L, merupakan jumlah
dari perkalian customer dalam antrian dengan peluang terdapat n customer
dinyatakan sebagai berikut [3].

P2

L,= .
q 1— P
(3) Nilai Harapan Waktu Tunggu Customer dalam Sistem
Berdasarkan persamaan Little Law [4], apabila W, merupakan waktu tunggu
customer dalam sistem, maka hubungan antara Wy dan L, dapat ditulis

(5.2)

Ls = AWsa
dengan mensubstitusikan persamaan (5.1) maka diperoleh
1
Wy = —Fr. (5.3)

(L—=p)u
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(4) Nilai Harapan Waktu Tunggu Customer dalam Antrian.
Berdasarkan persamaan Little Law [4], apabila W, merupakan waktu tunggu
customer dalam antrian, maka hubungan antara W, dan L, dapat ditulis

Ly = AW,
dengan mensubstitusikan persamaan (5.2) maka diperoleh

P
W, = b
o (l-pu

6. Simulasi Sederhana

Hasil simulasi dengan menggunakan program Matlab dengan memisalkan A = 5 dan
1 = 15 akan diperoleh histogram waktu tunggu yang menyebar secara eksponensial
sesuai bentuk grafik dari distribusi eksponensial dan waktu total dalam antrian
terlihat lebih besar dari nilai harapan waktu menunggu yaitu perbandingan waktu
kedatangan dan waktu total dapat terlihat pada Gambar 2.
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Gambar 2. Histogram waktu tunggu dan Grafik perbandingan waktu kedatangan dan waktu total

Ukuran keefektifannya sebagai berikut secara berurutan:

(1) Nilai harapan banyak Customer dalam sistem = 0.49.
(2) Nilai harapan banyak Customer dalam antrian = 0.16.
(3) Nilai harapan waktu tunggu Customer dalam sistem = 0.10.
(4) Nilai harapan waktu tunggu Customer dalam antrian = 0.03.

7. Kesimpulan

Sistem antrian satu server (M/M/1) mempunyai ciri pola kedatangan berdistribusi
Poisson sedangkan waktu antar kedatangan berdistribusi eksponensial dan pola
kepergian pada sistem antrian satu server berdistribusi Poisson sedangkan tingkat
pelayanannya berdistribusi eksponensial.

Jika laju kedatangan A\ dan laju pelayanan p , maka ukuran keefektifan dari sis-
tem antrian dengan satu server diperoleh dengan penelusuran berikut, yaitu dengan

memisalkan p = %

(1) Nilai Harapan Banyak Customer dalam Sistem : L, = 2.
P
02
1-p°

(2) Nilai Harapan Banyak Customer dalam Antrian : L, =
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(3) Nilai Harapan Waktu Tunggu Customer dalam Sistem : Wy = (lflp)y,'
(4) Nilai Harapan Waktu Tunggu Customer dalam Antrian : W, = ﬁ.
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