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Abstrak. Diberikan graf F', G, dan H. Notasi FF — (G, H) berarti bahwa sebarang
pewarnaan merah-biru terhadap sisi-sisi graf F' mengakibatkan F' memuat subgraf merah
yang isomorfik dengan G atau subgraf biru yang isomorfik dengan H. Graf F' disebut
sebagai graf Ramsey (G, H)-minimal jika F — (G, H) dan F* - (G, H) untuk sebarang
subgraf sejati F'* C F. Dalam makalah ini dikaji kembali tentang pembuktian beberapa
graf dengan diameter 2 yang termasuk ke dalam R (K7 2,C4).

Kata Kunci: Graf Ramsey minimal, graf lintasan K 2, graf siklus Cy

1. Pendahuluan

Suatu graf G = (V, E) didefinisikan sebagai pasangan terurut (V(G), E(G)), dengan
V(G) adalah himpunan tak kosong titik (vertices) dan E(G) adalah himpunan
sisi (edges) yang menghubungkan titik-titik di G. Misalkan terdapat titik « dan
v dimana u,v € V(G). Jarak antara dua titik v dan v pada graf adalah panjang
lintasan terpendek dari u ke v dan dinotasikan dengan d(u, v).

Suatu graf G dikatakan graf terhubung (connected graph) jika untuk setiap
pasang titik u,v € V(G) terdapat suatu lintasan yang menghubungkan u dan v.
Jika tidak demikian, maka G dikatakan graf tidak terhubung (disconnected graph).
Jarak (distance) dari u ke v, dinotasikan oleh d(u,v) adalah panjang lintasan ter-
pendek pada graf tersebut. Sedangkan diameter dari suatu graf terhubung G adalah
maksimum jarak (distance) antara dua titik di G, dan dinotasikan dengan diam(G).
Jika G adalah graf tak terhubung maka didefinisikan diam(G) := oo.

2. Bilangan Ramsey Graf

Berikut adalah definisi dari bilangan Ramsey klasik dan bilangan Ramsey graf.
Definisi 2.1. Misalkan a,b > 2 adalah bilangan asli. Bilangan Ramsey Klasik
R(a,b) adalah bilangan asli terkecil n sedemikian sehingga jika sisi-sisi graf lengkap

K, diwarnai dengan warna merah dan biru, maka senantiasa terdapat subgraf K,
merah atau Kp biru.

Definisi 2.2. Diberikan dua graf G dan H. Bilangan Ramsey Graf R(G, H) adalah
bilangan asli terkecil n sedemikian sehingga jika sisi-sisi graf F' dengan n titik di-
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warnai dengan warna merah dan biru, maka senantiasa terdapat subgraf G merah
atauw H biru.

Untuk menunjukkan bahwa bilangan Ramsey R(G, H) = n, dapat dilakukan
dalam dua tahap sebagai berikut.

(1) Menunjukkan bahwa R(G, H) < n, dengan cara menunjukkan bahwa sebarang
pewarnaan merah-biru pada semua sisi graf K, memuat graf G merah atau
graf H biru.

(2) Menunjukkan bahwa R(G, H) > n, dengan cara menunjukkan bahwa terdapat
pewarnaan merah-biru pada semua sisi dari graf K,,_; sehingga K, 1 tidak
memuat graf G merah dan juga tidak memuat graf H biru.

3. Graf Ramsey (G, H)-Minimal
Graf Ramsey (G, H)-minimal didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 3.1. Diberikan graf G dan H. Graf F dikatakan sebagai graf Ramsey
(G, H)-minimal jika,

1. F— (G,H),

2. F* » (G,H) untuk F* :=F —e C F.

Kelas R(G, H) didefinisikan sebagai kelas yang memuat semua graf F dengan
kondisi pada Definisi 3.1 di atas.

4. Pembahasan

Dalam Gambar 1 berikut diberikan beberapa graf dengan diameter 2 yang menjadi
anggota R(K1 2,C4), seperti yang telah diperoleh dalam [2].

Gambar 1. Graf R(K,2,C4) dengan diameter 2.

Pada makalah ini akan dibuktikan kembali bahwa semua graf dengan diameter
2 dalam Gambar 1 merupakan anggota R(K1 2, Cy), seperti yang tercantum dalam
Teorema 4.1 — Teorema 4.4 berikut.
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Teorema 4.1. Misalkan terdapat graf A1 seperti pada Gambar 2, maka A; €
R(K1,2,Cy).

Gambar 2. Graf A;.

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa A; — (K7 2,C4). Pandang sebarang pewarnaan
merah-biru terhadap sisi-sisi A;. Misalkan tidak terdapat K; o merah dalam pewar-
naan tersebut. Dapat dilihat bahwa sisi-sisi vov3, v2v5, V3Vs5, V4V5, atau vsvg adalah
diagonal dari suatu C4. Akibatnya, jika salah satu dari kelima sisi tersebut berwarna
merah, maka akan diperoleh Cj biru vivavsvs, V2V3V5V4, V2U3V6Vs, Va¥4VgV5, atau
v3VsV4V6. Selanjutnya jika salah satu dari sisi-sisi vovs dan vivg berwarna biru,
maka akan diperoleh Cj biru vovgvsvy dan vovsvsvg. Pada akhirnya tidak dapat
dihindari Cy4 biru viveusvs. Sehingga diperoleh A; — (K 2,Cl4), seperti terlihat
pada Gambar 3 berikut.

Gambar 3. Hasil pewarnaan Graf A;.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa Aj := A; —e » (K7 2, Cy) untuk sebarang
sisi e yang ada di A;. Misalkan e adalah sisi v1vy. Warnai sisi vov4 dan vszvg dengan
merah dan sisi-sisi lainnya dengan biru. Maka pewarnaan ini tidak memuat Kj o
merah maupun Cy biru. Sisi vjvs bersifat simetris dengan sisi vivs sehingga jika
e = v1vs maka pewarnaannya sama dengan pewarnaan pada e = v1vs. Jika e adalah
v9v3, maka sisi v3vs dan vy4vg diwarnai merah dan sisi-sisi lainnya dengan biru. Se-
lanjutnya jika e adalah vovy maka sisi vovs dan vsvg diwarnai merah, sedangkan
sisi-sisi lainnya diwarnai biru. Sisi vsvg bersifat simetris dengan sisi vov4 sehingga
jika e = v3vg maka pewarnaannya juga simetris dengan pewarnaan pada e = vauy.
Jika e adalah sisi vovs, maka sisi vovy dan vzvg diwarnai merah dan sisi-sisi lainnya
dengan biru. Sisi vovs bersifat simetris dengan sisi vzvs sehingga jika e = vzvs; maka
pewarnaannya sama dengan pewarnaan pada e = vqvs. Selanjutnya jika e adalah
V405, maka sisi vovs dan v4vg diwarnai merah dan sisi-sisi lainnya dengan biru. Sisi
vavs bersifat simetris dengan sisi vsvg sehingga jika e = vsvg maka pewarnaan-
nya juga simetris dengan pewarnaan pada e = v4vs. Terakhir, jika e adalah v,vg,
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maka sisi-sisi v1v3, vov4 dan vsvg diwarnai merah dan sisi-sisi lainnya dengan biru.
Akibatnya tidak terdapat K o merah ataupun Cy biru dalam pewarnaan tersebut.

Pada Gambar 4 diperlihatkan hasil pewarnaan graf A; — e. Dengan demikian
diperoleh A} -+ (K7 2,C4). Dapat disimpulkan bahwa A; € (K72, Cy).

Gambar 4. Hasil pewarnaan Graf A1 —e.

O

Teorema 4.2. Misalkan terdapat graf As seperti pada Gambar 5, maka As €
R(K12,C4).

Gambar 5. Graf As.

Bukti. Pandang sebarang pewarnaan merah-biru terhadap sisi-sisi As sedemikian
sehingga tidak terdapat K » merah dalam pewarnaan tersebut. Sisi-sisi vov3, v3vs,
dan vgvs adalah diagonal dari suatu Cy. Akibatnya, jika salah satu dari ketiga
sisi tersebut berwarna merah, maka akan diperoleh Cj biru vyvsvsvs, v7v205v3,
V3VeUsV2, atau vsvsvavg. Selanjutnya jika paling sedikit satu dari sisi-sisi vouy
dan vsvg berwarna merah, maka akan diperoleh C4 biru vivsvrve, v7v3v5v2, dan
v103V5V9. Jika kedua sisi vovy dan vsvg tersebut berwarna biru, maka tidak dapat
dihindari Cy4 biru vevsvevs atau vevzvsvs. Maka diperoleh Ay — (K7 2, Cl4).
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa A3 := A —e - (K7 2, C4) untuk sebarang
sisi e yang ada di As. Pada Gambar 6 diberikan hasil pewarnaan dari graf A, — e.
Dengan demikian diperoleh A% - (K7 2,C4). Sehingga Ay € (K 2, Cy). O

Teorema 4.3. Misalkan terdapat graf As seperti pada Gambar 7, maka Az €
R(K1,2,Cy).
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2 Vs Vs

Gambar 7. Graf As.

Teorema 4.4. Misalkan terdapat graf Ay seperti pada Gambar 8, maka Ay €
R(K1,2,Cy).

Gambar 8. Graf A4.

Teorema 4.3 dan Teorema 4.4 dibuktikan dengan cara serupa dengan pembuk-
tian Teorema 4.1 dan Teorema 4.2.
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