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Abstrak. Dalam penelitian ini dikaji konvolusi dari peubah acak binomial negatif de-

ngan menggunakan metode fungsi pembangkit momen. Kajian ini memberikan fungsi

kepadatan peluang dan fungsi distribusi kumulatif dari jumlah peubah acak binomial
negatif.

Kata Kunci : Distribusi binomial negatif, Deret berpangkat

1. Pendahuluan

Misalkan terdapat distribusi binomial negatif dengan peubah acak Yj , j = 1, 2, . . . , n

dan parameter (αj , pj). Fungsi kepadatan peluang dari Yj dapat dirumuskan sebagai

berikut,

P (Yj = y) =
Γ(αj + y)

Γ(αj)y!
p
αj

j (1− pj)y

untuk 0 < pj < 1 dan 0 < αj <∞.

Misalkan S = Y1 + Y2 + · · · + Yn adalah jumlah dari peubah acak binomial

negatif, dengan masing-masing peubah acak Yj memiliki fungsi distribusi binomial

negatif yang kemudian dapat ditentukan nilai harapan, variansi serta fungsi pem-

bangkit momennya. Dalam teori peluang, distribusi dari jumlah peubah acak bebas

dinamakan dengan konvolusi. Penggunaan metode konvolusi sering digunakan un-

tuk jumlah dua peubah acak bebas. Untuk menentukan distribusi lebih dari dua

peubah acak bebas digunakan proses konvolusi yang tidak mudah untuk ditentukan.

Metode lain yang dapat digunakan untuk menentukan distribusi dari jumlah

peubah acak bebas adalah dengan metode fungsi pembangkit momen. Dengan

metode fungsi pembangkit momen dapat ditentukan fungsi kepadatan peluang dan

fungsi distribusi kumulatif dari jumlah peubah acak bebas binomial negatif.
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2. Konvolusi dari Peubah acak Binomial Negatif dengan

Parameter yang Berbeda

Misalkan Yj ∼ BN(αj , pj) memiliki fungsi kepadatan peluang, maka fungsi pem-

bangkit momen dari Yj adalah

MYj
(t) =

(
1− qjet

pj

)−αj

. (2.1)

Dengan memisalkan rj = qj/pj dan t̃ = et − 1, maka fungsi pembangkit momen

dari Yj dapat ditulis kembali dalam bentuk

MYj (t) =
(
1− rj t̃

)−αj
,

dan fungsi pembangkit momen S dapat diperoleh

MS(t) =

n∏
j=1

(
1− rj t̃

)−αj
.

Selanjutnya akan ditentukan fungsi kepadatan peluang S, yang akan dijelaskan pada

teorema berikut ini.

Teorema 2.1. Misalkan Yj , j = 1, 2, . . . , n adalah peubah acak binomial negatif

dengan parameter (α + k, p1), S =
∑n
j=1 Yj, p1 = maxj(pj), dan α = α1 + α2 +

α3 + · · ·+ αn, maka fungsi kepadatan peluang dari S adalah

P (S = s) = R

∞∑
k=0

δk
Γ(α+ s+ k)

Γ(α+ k)s!
pα+k

1 (1− p1)
s
,

untuk s = 0, 1, 2, · · · dan 0 untuk yang lainnya.

Bukti. Notasikan

R =

n∏
j=1

(
qjp1

q1pj

)−αj

(2.2)

untuk

δ0 = 1,

δk+1 =
1

k + 1

k+1∑
i=1

iξiδk+1−i, k = 0, 1, · · · , (2.3)

ξi =

n∑
j=1

αj(1− q1pj/qjp1)i

i
. (2.4)

Dengan mengasumsikan r1 = minj(rj) dan menotasikan

1− rj t̃ = (1− r1t̃)

(
rj
r1

)(
1−

(
1− r1

rj

)
/(1− r1t̃

)
(2.5)
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maka diperoleh

MS(t) =

n∏
j=1

(
(1− r1t̃)

(
rj
r1

)(
1−

(
1− r1

rj

)
/(1− r1t̃

))−αj

. (2.6)

Dengan fungsi pembangkit kumulan maka dapat ditulis

logMS(t) = log
[(

1− r1t̃
)−α

R
]

+

∞∑
k=1

ξk(1− r1t̃)
−k.

selanjutnya dengan memperhatikan kembali MS(t),

MS(t) =
(
1− r1t̃

)−α
R · exp

( ∞∑
k=1

ξk(1− r1t̃)
−k

)

= R

∞∑
k=0

δk
(
1− r1t̃

)−(α+k)
.

Dengan menjabarkan kembali fungsi pembangkit momen S, diperoleh

Ms(t) =

∞∑
s=0

etsR

∞∑
k=0

δk

(
α+ k + s− 1

s

)
p

(α+k)
1 (1− p1)

s
.

Maka sesuai dengan definisi fungsi pembangkit momen, persamaan (3.10) memuat

fungsi kepadatan peluang dari S yang dapat ditulis sebagai

P (S = s) = R

∞∑
k=0

δk
Γ(α+ k + s)

Γ(α+ k)s!
p

(α+k)
1 (1− p1)s. (2.7)

Selanjutnya akan ditentukan fungsi distribusi kumulatif dari S yang akan di-

tentukan dari fungsi kepadatan peluang yang diperoleh pada bahagian sebelumnya.

Sehingga untuk menentukannya diberikan dalam suatu akibat dari Teorema 2.1.

Akibat 2.2. Misalkan Yj , j = 1, 2, · · · , n adalah peubah acak binomial negatif de-

ngan parameter (α + k, p1), S =
∑n
j=1 Yj, α = α1 + α2 + · · · + αn,p1 = maxj(pj)

dan R =
∏n
j=1

(
qjp1
q1pj

)−αj

, maka fungsi distribusi kumulatif dari S adalah

FS(s) = R

∞∑
k=0

δk

s∑
s̃=0

Γ(α+ s̃+ k)

Γ(α+ k)s̃!
pα+k

1 (1− p1)s̃

untuk s̃ = 0, 1, 2, · · · .

Bukti. Jika FS(s) adalah fungsi distribusi kumulatif dari distribusi S apabila deret

yang dibentuk konvergen seragam, selanjutnya akan dibuktikan deret tersebut kon-

vergen seragam dengan menggunakan teorema M-Weierstrass. Perhatikan kembali

fungsi distribusi kumulatif peubah acak S

FS(s) = R

∞∑
k=0

δk

s∑
s̃=0

Γ(α+ s̃+ k)

Γ(α+ k)s̃!
pα+k

1 (1− p1)s̃. (2.8)
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Notasikan (1 − q1pj/qjp1) > 0 untuk j = 2, 3, · · · , n dan untuk i = 1, 2, · · · , η =

max2≤j≤n(1− q1pj/qjp1), dan dari persamaan (2.4)

|ξi| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

αj(1− q1pj/qjp1)i

i

∣∣∣∣∣∣
|ξi| ≤ α

ηi

i!
.

|δk+1| =

∣∣∣∣∣ 1

k + 1

k+1∑
i=1

iξiδk+1−i

∣∣∣∣∣
≤ α

k + 1

k+1∑
i=1

ηi |δk+1−i| .

Selanjutnya dengan menggunakan induksi akan terlihat

|δk+1| ≤
α

k + 1

(
η1 |δk|+ η2 |δk−1|+ · · ·+ ηk+1 |δ0|

)
≤
ηk+1α(k+1)

(k + 1)!
,

Sehingga

prs ≤
Γ(s̃+ α)Rpα1 (1− p1)s̃

Γ(α)s̃!(1− η)s̃+α
,

ini berarti bahwa deret dari fungsi distribusi kumulatif memenuhi kekonvergenan

seragam.

Dari Akibat 2.2 dapat disimpulkan bahwa

∞∑
k=0

Rδk = 1,

dengan kata lain Rδk adalah suatu fungsi kepadatan peluang dari suatu peubah

acak, sehingga S merupakan peubah acak dari distribusi tertentu melalui proses

pencampuran peubah-peubah acak, yang dapat dijelaskan pada teorema berikut

ini.

Teorema 2.3. Peubah acak S adalah peubah acak dari distribusi negatif binomial

campuran dengan parameter (α+K), K adalah peubah acak dengan fungsi kepadatan

peluang

P (K = k) = Rδk, k = 0, 1, · · ·

dimana

R =

n∏
j=1

(
qjp1

q1pj

)−αj

, (2.9)
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dan

δk+1 =
1

k + 1

k+1∑
i=1

iξiδk+1−i, k = 0, 1, · · · untuk δ0 = 1. (2.10)

3. Konvolusi dari Peubah Acak Binomial Negatif dengan

Parameter yang Sama

Selanjutnya akan dikaji konvolusi dari peubah acak negatif binomial dengan pa-

rameter yang sama, dalam hal ini nilai parameter (α, p) dari setiap kejadian sama.

Fungsi pembangkit momen dari peubah acak Yj ∼ BN(α, p) adalah

MYj (t) =

(
1− qet

p

)−α
.

Teorema 3.1. Misalkan Yj adalah peubah acak binomial negatif dengan parameter

(Λ, p), S =
∑n
j=1 Yj, Λ = nα maka fungsi kepadatan peluang dari S adalah

P (S = s) =
Γ(s+ Λ)

Γ(Λ)s!
(1− p)spΛ,

untuk s = 0, 1, 2, · · · dan 0 untuk yang lainnya.

Bukti. Misalkan r = q/p, t̃ = et − 1 dan Λ = nα, maka fungsi pembangkit momen

dari Yj dapat ditulis kembali dalam bentuk

MYj (t) =

(
1− qet

p

)−α
=
(
1− rt̃

)−α
.

Untuk menentukan fungsi pembangkit momen S digunakan teorema dari fungsi

pembangkit momen dari jumlah peubah acak bebas, sehingga fungsi pembangkit

momen S dapat ditulis

MS(t) = (1− rt̃)−Λ

Selanjutnya akan ditentukan fungsi kepadatan peluang dari S dengan parameter

yang sama.

MS(t) = (1− rt̃)−Λ

= pΛ(1− qet)−Λ.

Berdasarkan teorema Binomial, persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi

MS(t) = pΛ(1− qet)−Λ

=

∞∑
s=0

ets
(s+ Λ− 1)!

(Λ− 1)!s!
(1− P )spΛ.

Sehingga fungsi pembangkit momen S memuat fungsi kepadatan peluang dari S.
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4. Kesimpulan

Misalkan Yj , j = 1, 2, · · · adalah peubah acak yang berdistribusi negatif binomial

Yj ∼ BN(αj , pj), maka fungsi kepadatan peluang Yj adalah

P (Yj = y) =
Γ(αj + y)

Γ(αj)y!
p
αj

j (1− pj)y.

Jika S = Y1 + Y2 + · · · + Yn adalah jumlah dari peubah acak bebas berdistribusi

negatif binomial atau disebut juga dengan konvolusi, maka

MS(t) =

n∏
j=1

(
1− rj t̃

)−αj
,

dengan fungsi kepadatan peluang

P (S = s) = R

∞∑
k=0

δk
Γ(α+ s+ k)

Γ(α+ k)s!
pα+k

1 (1− p1)
s
.

Dan dari fungsi distribusi yang diperoleh maka distribusi dari S ∼ BN(α+K, p1)

adalah jumlah dari peubah acak bebas ninomial negatif dengan jumlah parameter

α+K dengan K peubah acak bebas, fungsi kepadatan peluangnya adalah

P (K = k) = Rδk, k = 0, 1, · · · .

Apabila peubah acak binomial negatif dikonvolusikan dimana parameter setiap

peubah acak sama yaitu (α, p) maka fungsi kepadatan peluang adalah

P (S = s) =
Γ(s+ Λ)

Γ(Λ)s!
(1− p)spΛ.
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