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Abstrak. Dalam penelitian ini dikaji konvolusi dari peubah acak binomial negatif de-
ngan menggunakan metode fungsi pembangkit momen. Kajian ini memberikan fungsi
kepadatan peluang dan fungsi distribusi kumulatif dari jumlah peubah acak binomial
negatif.

Kata Kunci: Distribusi binomial negatif, Deret berpangkat

1. Pendahuluan

Misalkan terdapat distribusi binomial negatif dengan peubah acak Y, j = 1,2,...,n
dan parameter (a;, p;). Fungsi kepadatan peluang dari Y; dapat dirumuskan sebagai
berikut,

F(aj + y) aj

(1—py)

untuk 0 < p; < 1dan 0 < a; < oo.

Misalkan S = Y7 + Y5 4+ --- + Y,, adalah jumlah dari peubah acak binomial
negatif, dengan masing-masing peubah acak Y; memiliki fungsi distribusi binomial
negatif yang kemudian dapat ditentukan nilai harapan, variansi serta fungsi pem-
bangkit momennya. Dalam teori peluang, distribusi dari jumlah peubah acak bebas
dinamakan dengan konvolusi. Penggunaan metode konvolusi sering digunakan un-
tuk jumlah dua peubah acak bebas. Untuk menentukan distribusi lebih dari dua
peubah acak bebas digunakan proses konvolusi yang tidak mudah untuk ditentukan.

Metode lain yang dapat digunakan untuk menentukan distribusi dari jumlah
peubah acak bebas adalah dengan metode fungsi pembangkit momen. Dengan
metode fungsi pembangkit momen dapat ditentukan fungsi kepadatan peluang dan
fungsi distribusi kumulatif dari jumlah peubah acak bebas binomial negatif.

22



Konwvolusi dari Peubah Acak Binomial Negatif 23

2. Konvolusi dari Peubah acak Binomial Negatif dengan
Parameter yang Berbeda

Misalkan Y; ~ BN (o ,p;) memiliki fungsi kepadatan peluang, maka fungsi pem-
bangkit momen dari Y; adalah

My, (1) = (“%et> - (2.1)

Dj

Dengan memisalkan r; = ¢;/p; dan t = ¢! — 1, maka fungsi pembangkit momen
dari Y; dapat ditulis kembali dalam bentuk

My, (8) = (1= r58) ™,

dan fungsi pembangkit momen S dapat diperoleh
n
Ms(t)=T[ (1 =rD)™™"
j=1
Selanjutnya akan ditentukan fungsi kepadatan peluang S, yang akan dijelaskan pada
teorema berikut ini.

Teorema 2.1. Misalkan Y;,j = 1,2,...,n adalah peubah acak binomial negatif
dengan parameter (o + k,p1), S = 2?21 Y;, p1 = maz;(p;), dan o = o + o +
as + -+ -+ ay, maka fungsi kepadatan peluang dari S adalah

_ = RS g Lt SR kg
P(S—S)—R’;J(Sk T(a 1 F)s! P (1—-p1)°,

untuk s =0,1,2,--- dan 0 untuk yang lainnya.

Bukti. Notasikan

i \a1p;
untuk
oo =1,
k+1
Okt1 = 757 ;i§i5k+1_i, k=0,1,---, (2.3)
" i1 — a1os aimr )
&:; i qlipg/qul)_ (2.4)

Dengan mengasumsikan r; = min;(r;y dan menotasikan

1—rjt=(1—r) (:i) (1 - (1 - 2) /(1 — rl%“> (2.5)
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maka diperoleh

ﬁ(lrlt ( )<1<12)/(1r1?>>%. (2.6)

Dengan fungsi pembangkit kumulan maka dapat ditulis
logMs(t) = log [(1 — rlt - ] + ka 1- rlt

selanjutnya dengan memperhatikan kembali Mg (t),

Ms(t) = (1 —rt) ““R-exp (i &r(l— Tl%v)_k)

—RY 5 (1—mi) "
k=0
Dengan menjabarkan kembali fungsi pembangkit momen S, diperoleh
S e at+k+s—1 s
M) = 3o R§5k< P e
s= =

Maka sesuai dengan definisi fungsi pembangkit momen, persamaan (3.10) memuat
fungsi kepadatan peluang dari S yang dapat ditulis sebagai

MNa+k+s) (a+k)
1—p1)°. 2.
Rzk T =) (1)

Selanjutnya akan ditentukan fungsi distribusi kumulatif dari S yang akan di-
tentukan dari fungsi kepadatan peluang yang diperoleh pada bahagian sebelumnya.
Sehingga untuk menentukannya diberikan dalam suatu akibat dari Teorema 2.1.

Akibat 2.2. Misalkan Y;,j = 1,2,--- ,n adalah peubah acak binomial negatif de-
ngan parameter (o + k,p1), S = 2?21 Y, a=a1+as+- -+ an,p1 = maz;(p;)
dan R =[];_, (ij1)7 *maka fungsi distribusi kumulatif dari S adalah

q1pPj

()é+8+k) a+k
Rz5k§:0 NCEYL Pt —p)®

untuk s =0,1,2,---.

Bukti. Jika Fg(s) adalah fungsi distribusi kumulatif dari distribusi S apabila deret
yang dibentuk konvergen seragam, selanjutnya akan dibuktikan deret tersebut kon-
vergen seragam dengan menggunakan teorema M-Weierstrass. Perhatikan kembali
fungsi distribusi kumulatif peubah acak S

Rzak > TatS i k- (2:5)

5=0
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Notasikan (1 — ¢i1p;/q;p1) > 0 untuk j = 2,3,--- ,n dan untuk ¢ = 1,2,--- ,n =
maza<j<n(l — q1p;/g;p1), dan dari persamaan (2.4)

€] = zn: o (1 = q1p;/g5p1)’

?

=1
i
&l < ol
il
k+1
1
|61 = | == D i1
ERpS
k1

o .

< — "1 —il .

=~k +1 ;77 |Ok+1—4

Selanjutnya dengan menggunakan induksi akan terlihat

o
[0p41] < m (771 |0k| + 772 [Ok—1|+ -+ Uk+1 |50|)
k+1
<N Oé(k+1),
- (k+1)!
Sehingga
I'(3+a)Rpy (1 —p1)*
(@)1 — gt

prs <

ini berarti bahwa deret dari fungsi distribusi kumulatif memenuhi kekonvergenan
seragam. m|

Dari Akibat 2.2 dapat disimpulkan bahwa

i Ré, =1,
k=0

dengan kata lain RJp adalah suatu fungsi kepadatan peluang dari suatu peubah
acak, sehingga S merupakan peubah acak dari distribusi tertentu melalui proses
pencampuran peubah-peubah acak, yang dapat dijelaskan pada teorema berikut
ini.

Teorema 2.3. Peubah acak S adalah peubah acak dari distribusi negatif binomial
campuran dengan parameter (a+K), K adalah peubah acak dengan fungsi kepadatan
peluang

P(K =k)=Réy, k=01,

dimana

R=T1(2) (29)
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dan

k+1

> iibki1-i k=0,1,--- untuk S = 1. (2.10)

Spp1 = ——
k+1 k+1i:1

3. Konvolusi dari Peubah Acak Binomial Negatif dengan
Parameter yang Sama

Selanjutnya akan dikaji konvolusi dari peubah acak negatif binomial dengan pa-
rameter yang sama, dalam hal ini nilai parameter («, p) dari setiap kejadian sama.
Fungsi pembangkit momen dari peubah acak Y; ~ BN(«,p) adalah

My, (t) = (1_qet)

p

Teorema 3.1. Misalkan Y; adalah peubah acak binomial negatif dengan parameter
(A,p), S= ZJ 1Y, A = na maka fungsi kepadatan peluang dari S adalah

I'(s+A)

P(S =)= T

(1 - p)spAv
untuk s = 0,1,2,--- dan 0 untuk yang lainnya.

Bukti. Misalkan r = q/p,f = ¢! — 1 dan A = na, maka fungsi pembangkit momen
dari Y; dapat ditulis kembali dalam bentuk

My, (t) = (1 _qet)a

p
=(1 —rﬂ_a

Untuk menentukan fungsi pembangkit momen S digunakan teorema dari fungsi
pembangkit momen dari jumlah peubah acak bebas, sehingga fungsi pembangkit
momen S dapat ditulis

M(t) = (1 —rd)

Selanjutnya akan ditentukan fungsi kepadatan peluang dari S dengan parameter
yang sama.

M(t) = (1= i)~
— M1 — geh)N,
Berdasarkan teorema Binomial, persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi
Ms(t) = pA(l —qe")™*

_Z ts 8+A )(1—P)SpA.

A—1)ls!

Sehingga fungsi pembangkit momen S memuat fungsi kepadatan peluang dari S.0O
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4. Kesimpulan

Misalkan Y;,j = 1,2,--- adalah peubah acak yang berdistribusi negatif binomial
Y; ~ BN(aj,p;), maka fungsi kepadatan peluang Y; adalah

Wp?j(l —pi)”.

Jika S =Y, +Ys + -+ 4+ Y, adalah jumlah dari peubah acak bebas berdistribusi
negatif binomial atau disebut juga dengan konvolusi, maka

PY;=y)=

Ms(t)=T[ (1 =rD)™™,
j=1
dengan fungsi kepadatan peluang

Fla+s+k) opn

é(a—kk)s! Pt A=)

P(S=s)=RY o
k=0
Dan dari fungsi distribusi yang diperoleh maka distribusi dari S ~ BN (a + K, p1)
adalah jumlah dari peubah acak bebas ninomial negatif dengan jumlah parameter
a + K dengan K peubah acak bebas, fungsi kepadatan peluangnya adalah

P(K =k)=Rés, k=01,---.

Apabila peubah acak binomial negatif dikonvolusikan dimana parameter setiap
peubah acak sama yaitu («, p) maka fungsi kepadatan peluang adalah
I'(s+A)

P(S=s)= W(l —p)°p™.
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