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Abstrak. Dalam makalah ini dikaji kestabilan model Nicholson-Bailey yang merupakan

model matematika interaksi antara inang dan parasit. Model Nicholson-Bailey dideskrip-

sikan sebagai suatu sistem persamaan beda non linier diskrit. Dari hasil analisis dipero-
leh dua titik tetap yang kestabilannya ditentukan oleh tingkat reproduksi inang. Sebagai

suatu hasil utama dari penelitian ini diperoleh suatu syarat perlu dan cukup yang men-
jamin kestabilan asimtotik dari titik tetap model Nicholson-Bailey. Beberapa contoh

yang mengilustrasikan hasil diberikan. Grafik tentang perilaku solusi dari model digam-

barkan dengan bantuan aplikasi Matlab.

Kata Kunci : Model Nicholson-Bailey, Persamaan Beda NonLinier, Kestabilan Titik

Tetap

1. Pendahuluan

Inang dan parasit merupakan spesies-spesies yang saling berinteraksi untuk kelang-

sungan hidupnya masing-masing. Salah satu contoh interaksi dari inang dan parasit

ini adalah tawon braconid dan inangnya. Tawon braconid sebagai parasit yang akan

menyerang inang, yaitu wereng, kepik, ulat, kutu dan serangga lain. Tawon braconid

merupakan salah satu spesies serangga yang bermanfaat dalam pertanian, karena

hidup pada inang-inang yang merupakan hama pertanian [1]. Wereng coklat yang

merupakan spesies serangga ordo Homoptera adalah suatu contoh dari inang yang

menjadi hama pada tanaman padi [2].

Model Nicholson-Bailey merupakan kajian matematika yang mempelajari ten-

tang interaksi antara inang dan parasit [3]. Secara umum, model Nicholson-Bailey

diberikan dalam bentuk sistem persamaan beda berikut [4]:

x(n+ 1) = µx(n) f(x(n), y(n))

y(n+ 1) = `x(n)[1− f(x(n), y(n))],
(1.1)

dengan x(n) menyatakan jumlah populasi inang dewasa pada musim n, y(n) me-

nyatakan jumlah populasi parasit dewasa pada musim n, dan µ > 1 menyatakan

laju reproduksi inang. Fungsi f(x(n), y(n)) adalah fraksi dari larva inang yang tidak
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terinfeksi parasit. Kemudian, x(n)[1 − f(x(n), y(n))] merupakan kepadatan bersih

larva inang yang terinfeksi, dengan setiap larva inang menghasilkan ` parasit dewasa

pada musim berikutnya [4].

Dewasa ini, beberapa modifikasi model Nicholson-Bayley banyak dijumpai

dalam literatur (lihat [5], [6], [7]). Modifikasi model Nicholson-Bailey yang diberikan

dalam bentuk sistem persamaan beda berikut:

x(n+ 1) =
Rx(n)

(1 + x(n))c
e−ay(n)

y(n+ 1) = x(n)(1− e−ay(n)),
(1.2)

diajukan oleh Ufuktepe dan Kapcak [8]. Pada model (1.2), µ =
R

(1 + x(n))c
adalah

laju produksi inang, f(x(n), y(n)) = e−ay(n) dan kesuburan parasit (`) didefinisikan

1, a merupakan bilangan positif yang menyatakan tingkat kemampuan parasit untuk

mendapatkan inang dan c menyatakan tingkat feedback inang dan parasit. Model

ini dikaji kembali oleh Khairunnisa dkk. [9]. Qureshi, dkk. [10] mengajukan sistem

persamaan beda berikut:

x(n+ 1) = Rx(n) e−a
√

y(n), x(0) = x0

y(n+ 1) = x(n)(1− e−a
√

y(n)), y(0) = y0,
(1.3)

sebagai modifikasi lain dari model Nicholson-Bailey, dengan R, a, x0, y0 ∈ R+ dan

R menyatakan jumlah keturunan inang yang tidak terkena parasit dan bertahan

hidup pada musim berikutnya. Makalah ini mengkaji kembali model Nicholson-

Bailey (1.3) dengan melakukan beberapa simulasi.

2. Sistem Persamaan Beda dan Kestabilannya

Sistem persamaan beda adalah suatu sistem persamaan yang bentuk umumnya

dapat ditulis sebagai berikut.

y(n+ 1) = f(y(n)), n ∈ N ∪ {0}, (2.1)

dengan y : N ∪ {0} → Rm dan f : Rm → Rm. Sistem persamaan (2.1) dikatakan

linier jika f linier, dan sebaliknya sistem persamaan (2.1) dikatakan nonlinier [11].

Jika f linier, sistem (2.1) dapat ditulis sebagai berikut :

y(n+ 1) = Ay(n), y(0) = y0, (2.2)

dengan A adalah suatu matrik m×m. Kestabilan titik tetap merupakan salah satu

kajian utama dari sistem persamaan beda. Disebutkan dalam [11] bahwa suatu titik

y∗ ∈ Rm dikatakan titik tetap dari sistem (2.1) jika

f(y∗) = y∗. (2.3)

Untuk sistem linier, suatu titik y∗ merupakan titik tetap dari sistem (2.2) jika

Ay∗ = y∗, A ∈ Rn×n. (2.4)

Persamaan (2.4) dapat ditulis dalam bentuk (I−A)y∗ = 0, dengan I adalah matriks

identitas n × n. Jika (I − A) non singular, maka y∗ = 0 adalah satu-satunya titik
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tetap. Sedangkan jika (I − A) singular, maka terdapat tak hingga banyaknya titik

tetap [12].

Definisi 2.1. Misalkan y∗ adalah suatu titik tetap dari sistem (2.1). Titik y∗

dikatakan:

(1) stabil jika untuk setiap ε > 0, terdapat δ > 0 sedemikian sehingga jika ‖ y(n0)−
y∗ ‖< δ maka ‖ y(n)− y∗ ‖< ε untuk semua n ≥ n0,

(2) stabil asimtotik jika ia stabil dan terdapat δ1 sedemikian sehingga jika ‖ y(n0)−
y∗ ‖< δ1 maka limn→∞ ‖ y(n)− y∗ ‖= 0 [11].

Galor menyatakan bahwa kestabilan titik tetap dari sistem (2.1) dapat diperiksa

dengan melinierkan sistem tersebut di sekitar titik tetap y∗ dengan menggunakan

ekspansi deret Taylor [13]. Pelinieran sistem (2.1) menghasilkan suatu sistem linier

berikut:

z(n+ 1) = Jy∗z(n), (2.5)

dengan z(n) = y(n)− y∗, dan

Jy∗ =



∂f1(y
∗)

∂y1(n)
∂f1(y

∗)
∂y2(n)

· · · ∂f1(y
∗)

∂ym(n)

∂f2(y
∗)

∂y1(n)
∂f2(y

∗)
∂y2(n)

· · · ∂f2(y
∗)

∂ym(n)

...
...

. . .
...

∂fm(y∗)
∂y1(n)

∂fm(y∗)
∂y2(n)

· · · ∂fm(y∗)
∂ym(n)


, (2.6)

adalah matriks Jacobian dari f di titik tetap y∗ [14].

Definisi 2.2. Misalkan y∗ adalah titik tetap dari sistem persamaan (2.1) dan Jy∗

adalah matriks Jacobian dari f di sekitar titik tetap y∗. Titik tetap y∗ dikatakan

titik tetap hiperbolik jika tidak ada nilai eigen dari matriks Jy∗ yang modulusnya 1

[13].

Teorema 2.3. Titik tetap hiperbolik y∗ dari sistem persamaan beda (2.1) adalah

stabil asimtotik jika dan hanya jika modulus dari semua nilai eigen matriks Jacobian

Jy∗ kurang dari 1 [13].

Teorema berikut ini berguna untuk mendeteksi apakah modulus dari akar suatu

persamaan kuadrat kurang dari 1 atau tidak.

Teorema 2.4. [15] Misalkan λ1 dan λ2 adalah akar dari persamaan kuadrat

λ2 +Bλ+ C = 0, (2.7)

dengan B,C ∈ R. Syarat perlu dan cukup agar |λ1| < 1 dan |λ2| < 1 adalah

|B| < 1 + C < 2.
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3. Pembahasan

Untuk mengetahui prilaku kestabilan model (1.3), perlu ditentukan terlebih dahulu

titik tetap dari sistem (1.3). Misalkan (x∗, y∗) adalah titik tetap yang diinginkan,

maka berdasarkan syarat (2.3), mestilah berlaku

x∗ = Rx∗ e−a
√
y∗
,

y∗ = x∗(1− e−a
√
y∗

).
(3.1)

Dari (3.1), jelas bahwa (x∗, y∗) = (0, 0) adalah suatu titik tetap dari sistem

(1.3). Selanjutnya, untuk x∗ 6= 0 dan y∗ 6= 0 dari sistem persamaan (3.1) diperoleh

y∗ =

(
1

a
ln(R)

)2

, (3.2)

dan

x∗ =
R

R− 1

(
1

a
ln(R)

)2

. (3.3)

Dengan demikian, (x∗, y∗) =
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
merupakan titik tetap

lain dari sistem (1.3).

Selanjutnya, dengan menggunakan sistem (2.6), matriks Jacobian dari sistem

(1.3) adalah

J =


R e−a

√
y(n) −aRx(n) e−a

√
y(n)

2
√
y(n)

1− e−a
√

y(n) ax(n) e−a
√

y(n)

2
√
y(n)

 .

Matriks Jacobian di titik tetap (0, 0) adalah

J0 =

[
R 0

0 0

]
.

Nilai eigen dari J0 adalah

λ1 = R dan λ2 = 0.

Berdasarkan Definisi 2.2, titik (0, 0) adalah titik tetap hiperbolik jika R 6= 1. Selan-

jutnya, berdasarkan Teorema 2.3, titik tetap (0, 0) adalah stabil asimtotik jika dan

hanya jika R < 1.

Selanjutnya, matriks Jacobian di titik tetap
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
adalah

J(x∗,y∗) =


1 − R ln(R)

2(R− 1)

R− 1

R

ln(R)

2(R− 1)

.
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Polinomial karakteristik J(x∗,y∗) adalah

P (λ) = λ2 +Bλ+ C, (3.4)

dengan

B = −
(

1 +
ln(R)

2(R− 1)

)
dan C =

R ln(R)

2(R− 1)
.

Nilai eigen dari J(x∗,y∗) adalah akar dari polinomial (3.4), yaitu

λ1,2 =
−B ±

√
B2 − 4C

2
.

Berdasarkan Teorema 2.4, |λ1| < 1 dan |λ2| < 1 jika dan hanya jika |B| <
1 + C < 2. Dari hubungan ini diperoleh

|B| < 1 + C ⇔ 1 < 1 +
ln(R)

2(R− 1)
< 1 +

R ln(R)

2(R− 1)

⇔ ln(R)

2(R− 1)
<

R ln(R)

2(R− 1)

⇔ 1 < R. (3.5)

1 + C < 2⇔ R ln(R)

2(R− 1)
< 1

⇔ F (R) < 0, (3.6)

dengan F (R) = R ln(R) − 2R + 2. Berdasarkan persamaan (3.5) dan persamaan

(3.6), |λ1| < 1 dan |λ2| < 1 jika dan hanya jika R > 1 dan F (R) < 0. Dengan

demikian, diperoleh bahwa |λ1| < 1 dan |λ2| < 1 jika dan hanya jika 1 < R < R0

dengan R0 adalah akar dari F (R) dalam (1,∞). Dapat diperiksa bahwa akar dari

persamaan F (R) adalah R0 ≈ 4.9215536345. Dengan demikian, diperoleh teorema

berikut.

Teorema 3.1.

(i) Titik tetap (0, 0) adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika 0 < R < 1.

(ii) Titik tetap (x∗, y∗) =
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
dari sistem (1.3) adalah

stabil asimtotik jika dan hanya jika

1 < R < R0, (3.7)

dengan R0 ≈ 4.9215536345.

4. Beberapa Ilustrasi

Berikut ini diberikan beberapa contoh yang memperlihatkan kestabilan model inang

parasit Nicholson-Bailey (1.3).

Contoh 4.1. Dapat diperiksa bahwa (0.0) adalah titik tetap dari sistem berikut:

x(n+ 1) = 0.98x(n)e−1.6
√

y(n), x0 = 2.5.

y(n+ 1) = x(n)(1− e−1.6
√

y(n)), y0 = 1.5.
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Karena R = 0.98 < 1, maka titik tetap (0.0) adalah stabil asimtotik. Grafik solusi

diberikan dalam Gambar 1(a) dan 1(b). Grafik x(n) versus y(n) diberikan dalam

Gambar 1(c). Gambar 1(a), Gambar 1(b) dan Gambar 1(c) memperlihatkan bahwa

Gambar 1. (a). Grafik x(n), (b). Grafik y(n), (c). Grafik x(n) versus y(n)

inang dan parasit kedua-duanya punah dengan berlalunya waktu.

Contoh 4.2. Perhatikan sistem berikut:

x(n+ 1) = 4.6x(n)e−1.3
√

y(n), x0 = 1.8,

y(n+ 1) = x(n)(1− e−1.3
√

y(n)), y0 = 5.2.

Titik tetap dari sistem ini adalah (1.76, 1.38). Nilai eigen dari matriks Jacobian

J(1.76,1.38) adalah |λ1,2| = 0.987411. Karena R < R0, maka berdasarkan Teorema

3.1, titik tetap (1.76, 1.38) adalah stabil asimtotik. Grafik solusi diberikan dalam

Gambar 2(a) dan Gambar 2(b). Grafik x(n) versus y(n) diberikan dalam Gambar

2(c).

Gambar 2(a), Gambar 2(b) dan Gambar 2(c) memperlihatkan bahwa inang dan
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Gambar 2. (a). Grafik x(n), (b). Grafik y(n), (c). Grafik x(n) versus y(n)

parasit kedua-duanya hidup berdampingan menuju ke titik tetap dengan berlalunya

waktu.

Contoh 4.3. Perhatikan sistem berikut:

x(n+ 1) = 5.2x(n)e−0.7
√

y(n), x0 = 6.77,

y(n+ 1) = x(n)(1− e−0.7
√

y(n)), y0 = 5.48.

Titik tetap dari sistem ini adalah (6.87, 5.55). Nilai eigen dari matriks Jacobian

J(6.87,5.55) adalah |λ1,2| = 1.010247. Karena R > R0, maka berdasarkan Teorema

3.1, titik tetap (6.87, 5.55) adalah tidak stabil asimtotik. Grafik solusi diberikan

dalam Gambar 3(a) dan 3(b). Grafik x(n) versus y(n) diberikan dalam Gambar

3(c).

Gambar 3(a), Gambar 3(b) dan Gambar 3(c) memperlihatkan bahwa inang

dan parasit hidup tidak berdampingan, keduanya menjauhi titik tetap dengan

berlalunya waktu.
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Gambar 3. (a). Grafik x(n), (b). Grafik y(n), (c). Grafik x(n) versus y(n)

5. Kesimpulan

Model inang parasit Nicholson-Bailey pada persamaan (1.3) memiliki dua titik

tetap, yaitu (0, 0) dan
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
. Titik tetap (0, 0) adalah sta-

bil asimtotik jika 0 < R < 1. Sedangkan, titik tetap
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika 1 < R < 4.9215536345. Kestabilan asim-

totik titik tetap (0, 0) bermakna bahwa inang dan parasit punah jika n→∞. Kesta-

bilan asimtotik titik tetap
(

R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
,
(
1
a ln(R)

)2)
bermakna bahwa inang

dan parasit hidup secara berdampingan, yaitu inang mendekati R
R−1

(
1
a ln(R)

)2
dan

parasit mendekati
(
1
a ln(R)

)2
bila n→∞.
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