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Abstrak. Diberikan sistem kontrol linier diskrit berikut

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
dimana A € R**" B ¢ R**™_ (C € RP*X™ dan D € RP*™. Dalam sistem diatas,
x(t) € R™ menyatakan vektor keadaan (state), u(t) € R™ menyatakan vektor input
(kontrol), y(t) € RP menyatakan vektor output, dan t € Z4. Dalam tulisan akan dikaji
masalah realisasi positif stabil asimtotik dari suatu fungsi transfer dengan pole riil posi-

tif untuk sistem SISO. Beberapa contoh disajikan untuk mengilustrasikan hasil utama
dalam tulisan ini.

Kata Kunci: Sistem Linier Diskrit, Realisasi Positif, Realisasi Positif Stabil Asimtotik,
SISO

1. Pendahuluan

Jika diberikan suatu sistem kontrol linier, maka dapat ditentukan fungsi transfer
yang berkaitan dengan sistem tersebut. Fungsi transfer suatu sistem linier mere-
presentasikan hubungan antara input dan output sistem tersebut. Akan tetapi, akan
menjadi berbeda jika yang terjadi adalah sebaliknya. Jika diberikan suatu fungsi
transfer, bagaimanakah bentuk matriks A, B,C dan D yang bersesuaian dengan
sistem linier tersebut. Masalah inilah yang disebut realisasi. Menentukan realisasi
dari suatu fungsi transfer bukan hal yang mudah, diantaranya pada sistem linier
diskrit dengan Single Input dan Single Output (SISO).

2. Sistem Linier Diskrit
Sistem linier diskrit ditulis sebagai berikut
x(t +1) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t), (2.1)

dimana A € R"*" B € R**™ (C € RP*" dan D € RP*™. Dalam sistem (2.1),
x(t) € R™ menyatakan vektor keadaan (state), u(t) € R™ menyatakan vektor input
(kontrol), y(t) € RP menyatakan vektor output, dan ¢ € Z, . Fungsi transfer dari
sistem (2.1) adalah T'(z) = C[I,,2 — A]"*B + D.
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Definisi 2.1. [2, 9] Sistem (2.1) dikatakan positif jika untuk setiap x(0) € R’} dan
untuk setiap u(t) € R, t > 0, berlaku x(t) € R% dan y(t) € RY.
Teorema 2.2. [2, 5] Sistem (2.1) adalah positif jika dan hanya jika
AeRY™ BeRY™ C e RE*" D e REX™.
Teorema 2.3. [5] Sistem positif (2.1) adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika

semua nilai eigen z1, 2o, . .., z, dari matriks A € R mempunyai modulo yang
kurang dari 1, yaitu

|z:| <1 untuki=1,2,...,n.

Teorema 2.4. [2, 5] Sistem positif (2.1) adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika
semua koefisien dari polinomial

pn(z) = det[l,(z + 1) — 4]
=2"4a, 12" '+ ... taz+ap (2.2)
adalah positif, yaitu a; > 0; 1 =0,1,...,n—1.

Untuk sistem dengan single input single output (SISO), fungsi transfer didefinisi-
kan sebagai fungsi T'(z) yang memenuhi hubungan
Y(z)
T =
€)= 75
dimana Y (z) adalah transformasi-z dari sistem output dan U(z) adalah
transformasi-z dari sistem input. Selanjutnya, dalam [6] dijelaskan bahwa suatu
fungsi transfer T(z) dikatakan proper jika lim, T (z) = K, K € RP*™ dan
dikatakan strictly proper jika K = 0.

3. Realisasi Positif Stabil Asimtotik dari Fungsi Transfer

Lema 3.1. [6] Matriks-matriks

Zk = PAkP_l € Rixn, Ek = PBy € Rixm’

— — Nl
CkZCkP71€R‘3_Xﬂ, DkZDkGRg_XTn, k=1,...,q. (3 )

adalah realisasi positif stabil asimtotik dari fungsi transfer proper T(z) € Rﬂ’_xm(z)
untuk sebarang matriks monomial P € Rﬁ_xm jika dan hanya jika matriks

Ay ERixn,Bk GRixm,Ck GRixn,Dk ERixm, k=1,...,q
adalah realisasi positif stabil asimtotik dari T(z).

Diberikan fungsi transfer proper berikut

n(z)  bpz" + bp_12" L. .+ biz+ by
d(z) 2"+ ap_1+...+a1z+ag
yang hanya memiliki pole riil positif dan tidak perlu berbeda, sebutlah
a1, Qa,. .., . Dari (3.2) diketahui

T(z) = (3.2)

dn(z) =z—a1)(z—a2)...(z —ay)

=2"4a, 12" L. Faz+ag
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dimana

Ap—1 = —(041 —|—O¢2—|—...—|—0¢n),

p—o=—a1(aatas+...+a,) —a(a3l+as+...+ay)— ... — ap_1Qy,,

ap = (—1)"1as...ap.
Lema 3.2. [0] Jika polinomial
Pu(2) = 2" + (=1) ap_ 12"+ (= 1)%an 02" 2 + ...+ (=1)"ao
hanya memiliki akar riil positif a >0, k=1,2,...,n maka
Qp—r >0 untuk k=1,2,...,n. (3.3)

Teorema 3.3. [6] Polinomial

dn(2) = 2"+ an 12" 4+ ...+ a1z +ag
hanya memiliki akar riil positif yang memenuhi

2z <luntukk=1,2,...,n

jika dan hanya jika semua koefisien polinomial

do(2) =dp(z+1) = 2+ 1)"+a, 1 (z+ )"+ .. +ai(z+1) +ao

= 2"+ dp_12" V4 ..+ a1z + ao, (3.4)
dimana
ap-1=N+ap_1,--.,00=1+ap+a1+...+a,_1
adalah positif, yaitu
ar >0 untuk k=0,1,...,n— 1. (3.5)

Teorema 3.4. [6] Terdapat realisasi positif stabil asimtotik

A, = PA,P~t e RY™, By = PBy, € R,

Cp=CyP'eRY", Dy=DyeRX k=12 (3.6)

untuk sebarang matriks monomial P € Rixn dengan Ay, By, Cy dan Dy berbentuk

[y 1 0... 0 0
0axl... 0 0
Al = . .. . ) Bl = . )
L0 00...a, 1
[bo — agby, — Gooca — G30C3 — ... — GpoCp
ClT = ’ ;D1 =[by] (3.7)
bn72 - anf2bn - dn,n72cn
L bnfl - anflbn
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atau
Ay = AT, By=C, Co=B, Dy=Dy, (3.8)
dari fungsi transfer (3.2) dengan pole riil positif oy, aa, . .., a, jika dan hanya jika
ClT = 0, dimana
az = —au,
aso = a1

&n,O = (—1)”_1a1a2 e Q10 v ey
&31 = —(OqOZQ), ey

(Aln’n,Q = —(011 +a2+043+...+04n,1). (39)

Bukti. Matriks A; € R}™" adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika nilai-nilai
eigennya, yaitu zp = ax, k = 1,2,...,n hanya riil positif dan memenuhi syarat
(3.4). Matriks

— 1i _ 1x1
D, = lli)%T(z) = [b,] € R
jika dan hanya jika b, > 0. Fungsi transfer stricly proper berbentuk

Tp(z) =T(2) — Dy
l;n_lz”*I + ...+ 1_712 —+ l_)o

= — , (3.10)
24+ ap_ 12" 4. Faz+ag
dimana by, = by — aib, untuk k = 0,1,...,n—1.
0
0
Dengan mengasumsikan By = | | | € err“, diperoleh
1
TSP(Z) = Cl [InZ — Al]_lBl
z—a; —1 0 ... O ! 0
0 z—ay—-1... O 0
=lc... ¢ . o . .
0 .2 Qp 1
(2)
1 (2)
=50
_ c1ipi(z) + 02292 Z2) 4. Cnpn(2 (3.11)

3
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dimana
dn(z2) =(z—a1)(z—ag)...(z — ay)
= 2" 4 (=) a1 2" (D) 2an_02" 2 L+ (—1)"a.
p]_(Z) = 17
pa(z) =z — a1 = 2z + ag0, dimana agp = —ay
p3(2) = (2 — 1) (2 — a2)

2 ~ ~ . ~ ~
= 2° +as1z + asp, dimana as; = —(aq + ag),asp = a1,

pr(z)=(z—a1)(z—a2)...(z — an_1)

-1 ~ —92 ~ ~
=2""" tann-22"" "+ ...+ Gn,12+ Gno,
dimana

7(0&1+042+...+Oén_1),...,

ano=(—1)""tajag...a, ;.

Un,n—2

Dengan membandingkan persamaan (3.10) dan (3.11) diperoleh
Cn = z)nfl =bp_1 — an_1bp,
Cpn—1 = bn72 - a471,7172671 = bn72 - an72bn - &n,n72cnv
(3.12)
C1 = BO — a/QQCQ — 63003 — .. dn,Ocn

= bo - aobn — EL2002 — &3003 — .. anyocn.

Dari persamaan (3.12) diperoleh bahwa C; € R}FX" jika dan hanya jika C7; = 0
dimana (3.9) terpenuhi. Dengan menggunakan kesamaan
T(z) = [T(2)]"
= [Ci[I,z — A1l 7' By + Dy
=Cf I,z — AT]7'Bf + Dy
=BT,z — AT)"'cT + D,
= Cy[lhz — A3] "' By + Ds.

]T

diperoleh matriks-matriks (3.8). Berdasarkan Lema 3.1, matriks-matriks (3.6)
adalah suatu realisasi positif stabil asimtotik untuk sebarang matriks monomial
P € R jika dan hanya jika (3.7) atau (3.8) adalah realisasi positif stabil asim-
totik dari T'(z). m|

4. Contoh Menentukan Realisasi Positif Stabil Asimtotik dari
Sistem Linier Diskrit

Tentukan realisasi dari fungsi transfer berikut.

01284+ 22 42243

TG = 31121035 —0.025
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Dari fungsi transfer T'(z) di atas diketahui bahwa

d3(z) = 2° — 1.12% + 0.352 — 0.025,
= (2 —0.1)(2* — 2 + 0.25),
=(z—0.1)(z — 0.5)(z — 0.5),

dengan as = 1.1 > 0, a; = 0.35 > 0 dan ag = 0.025 > 0. Selanjutnya,

d3(z) = d3(z + 1),
=(z+1)*-1.1(z+1)* +0.35(2 + 1) — 0.025,
=(z+1)(z2+22+1) = 1.122 — 2.22 — 1.1 + 0.352 + 0.35 — 0.025,
=2343224+324+1—-1.12%2 — 1.852 — 0.775,
=22 4+1.922 4+ 1.152 + 0.225,

sehingga semua koefisien dari dz(z) adalah positif, yaitu ao = 0.225 > 0, a; =
1.15 >0, az = 1.9 > 0 dan as = 1 > 0. Berikutnya, diperoleh

c3 =by—asb3=1+0.11=1.11 >0,
Coy = b1 - a1b3 - &3163 =2-0.035+1.11 =3.075 > 0,

dimana az; = —(a1 + a2) = —(0.5+0.5) = —1 dan

cg = by — agbs — agpca — G3opc3
=3+ 0.0025 4 1.5375 — 0.2775 = 4.2625 > 0,

dimana ae = —a; = —0.5 dan agg = a;as = 0.25. Dengan demikian,
051 0 0
Aij=|0051 |, Bi=|0|, Cy=[426253.0751.11], Dy =[0.1].
0 0 0.1 1

Selanjutnya, matriks realisasi positif stabil asimtotik dari T'(z) adalah

051 0 0
Ay=P| 0051 |P" B=P|0|, C;=[426253.0751.11] P~', Dy =[0.1]
0 0 0.1 1



Realisasi Positif Stabil Asimtotik dari Sistem Linier Diskrit 41

200 0500
Misalkan terdapat P = [ 010 | dengan P~' = | 0 10 |. Maka,
001 001
(2007 [05 1 070500
A= (010|005 1 010
[001] [0 001001
(2007 [025 1 0
=1010 0 050
[001] [ 0 0 01
[05 2 0]
=1005-1],
L0 0 0.1]
(2007 [0] 0]
Bi=|010] 0| = 0],
[001] [1] 1
[0.500
C1=[4.26253.0751.11] | 0 10| = [2.13125 3.075 1.11],
L 001
Dy = [0.1].
Perhatikan bahwa
T(z) = Ci[Isz — 4] 'B1 + Dy
2—05 -2 0 10
= [2.13125 3.075 1.11 | 0 z-05 -1 0| +10.1]
0 0 z-01 1

[2.13125 3.075 1.11] x

1
23 —1.12240.352 — 0.025
2
z—0.5 +[0.1]
22— 240.25

1.1122 4+ 1.965z + 3.0025 + 0.123 — 0.1122 4+ 0.035z — 0.0025

23 —1.122 +0.352 — 0.025
01284+ 2242243

23 —1.122 + 0.352 — 0.025°

5. Ucapan Terima Kasih

Penulis mengucapkan terima kasih kepada Bapak Muhafzan, Bapak Mahdhivan
Syafwan, Bapak Syafrizal Sy, Bapak Admi Nazra, dan Ibu Yanita yang telah mem-
berikan masukan dan saran, sehingga tulisan ini dapat diselesaikan dengan baik.



42

Nowita Aswan

Daftar Pustaka

Anton, H. 1991. Aljabar Linier Elementer Edisi Kedelapan-Jilid 1. Erlangga,
Jakarta

Farina, L. and Rinaldi, S. 2000. Positive Linear Systems. John Wiley and Sons,
New York

Kaczorek, T. 1991. Linear Control System. Vol.1. Research Studies Press, Eng-
land

Kaczorek, T. 2002. Positive 1D and 2D Systems. Springer-Verlag, London
Kaczorek, T. 2012. Positive Stable Realizations of Discrete-time Linear System.
Buletin of the Polish Academy of Sciences, Vol. 60, No. 3

Ogata, K. 1995. Discrete-Time Control Systems. Prentice Hall, New Jersey



