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Abstrak. Misalkan terdapat suatu graf terhubung G = (V, E) dan suatu himpunan
terurut W C V(G), dengan W = {w1, w2, -+ - , wy }. Misal terdapat suatu titik v € V(G).
Representasi titik v terhadap W, dinotasikan r(v|W), didefinisikan sebagai

r(v|W) = (d(v,w1),d(v,w2),...,dwv,w)),

dimana d(v,w;) menyatakan jarak antara titik v dan w;, untuk 1 < ¢ < k. Jika untuk
setiap dua titik v dan v di G diperoleh bahwa r(u|W) # r(v|W), maka W disebut
sebagai himpunan pembeda (resolving set) dari graf G. Himpunan pembeda dengan
kardinalitas minimum dinamakan himpunan pembeda minimum (minimum resolving
set), dan kardinalitas dari himpunan pembeda minimum ini disebut dimensi metrik graf
@G, dinotasikan dim(G). Pada artikel ini akan ditentukan dimensi metrik graf palem
CiP;Sm, untuk k > 3,1 > 2 dan m > 2.

Abstract. Let G = (V, E) be an arbitrary connected graph, and let W C V(G) be
an ordered set, where W = {w1, w2, - ,wi}. Consider a vertex v € V(G). The metric
representation of v with respect to W, denoted by r(v|W), is defined as

r(v|W) = (d(v,w1),d(v,w2),...,d(v,wk)),

where d(v,w;) is the distance between v and w;, for 1 < i < k. If r(u|W) # r(v|W) for
every two vertices u and v, then W is denoted as the resolving set of G. The resolving set
with minimum cardinality is denoted as the minimum resolving set, and its cardinality
is called the metric dimension of G, denoted by dim(G). This article will determine the
metric dimension of palm graph Cy P, Sy,, for k > 3,1 > 2 and m > 2.

Kata Kunci: Dimensi metrik, Himpunan Pembeda, Graf Palem, Representasi

1. Pendahuluan

Dimensi metrik pada suatu graf pertama kali diperkenalkan secara terpisah oleh
Slater pada tahun 1975 [1] dan oleh Harary dan Melter pada tahun 1976 [2]. Dalam
[3], Chartrand dkk. memberikan definisi dimensi metrik dari suatu graf G seba-
gai berikut. Misalkan terdapat suatu graf terhubung G = (V, E), dimana terdapat
dua titik v dan v yang berbeda. Jarak antara u dan v adalah panjang lintasan
terpendek di antara kedua titik tersebut, dinotasikan d(u,v). Misalkan terdapat
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himpunan terurut W C V(G), dengan W = {w,ws,...,wg}. Misal terdapat
titik v € V(G). Representasi titik v terhadap W dinotasikan dengan r(v|W) di-
mana r(v|W) = (d(v,w1), d(v,ws),...,d(v,wy)). Jika untuk setiap dua titik v dan
v di G diperoleh bahwa r(u|W) # r(v|W), maka W disebut sebagai himpunan
pembeda (resolving set) untuk graf G. Himpunan pembeda dengan kardinalitas
minimum yang disebut sebagai himpunan pembeda minimum (minimum resolving
set). Banyaknya anggota dari himpunan pembeda minimum ini dinamakan dimensi
metrik dari graf G, dinotasikan dim(G). Definisi dan notasi lain dalam artikel ini
dikutip dari [4].

Riyando dkk. [5] menunjukkan bahwa dimensi metrik dari graf Ky + mK, un-
tuk m > 2 adalah 3m. Sementara Putra dkk. [6] menentukan dimensi metrik graf
W, + C,, untuk n € {3,4}. Pada [7], Angraini dkk. menentukan dimensi metrik
dan dimensi partisi dari graf tangga segitiga Tr,, untuk n = 2 dan n = 3. Selan-
jutnya, Febrianti dkk. [8] menentukan dimensi metrik dari graf amalgamasi tangga
segitiga diperumum homogen Amal{Tr,,v}s untuk n = 3 dan n = 4. Putri dkk.
[9] kemudian menentukan dimensi metrik graf amalgamasi tangga segitiga diperu-
mum homogen Amal(Try,v)y, untuk n = 5 dan m = 3. Pada [10], Aditya dkk.
memperoleh dimensi metrik dari subdivisi graf Lobster R, (q;r)m, untuk n > 2,
g > 2 dan r > 2. Selanjutnya, pada [11] Putri dkk. memperoleh dimensi metrik
graf Buckminsterfullerene, salah satu jenis graf 3-reguler. Hasil lainnya adalah dari
Yulianti dkk. [12] yang memperoleh dimensi metrik dari graf hasil operasi subdivisi
terhadap graf thorn untuk graf lengkap.

Pada penelitian ini akan ditentukan dimensi metrik graf palem. Graf palem
Cy, P,S;, merupakan graf yang dikonstruksi dari gabungan tiga graf, yaitu graf siklus
dengan k titik Cf, graf lintasan dengan [ titik P}, dan graf bintang dengan m sisi
Sm, dimana k > 3, > 2 dan m > 2; dengan penambahan beberapa sisi di antara
ketiga graf tersebut.

2. Landasan Teori

Graf lintasan P,, n > 2, adalah graf terhubung yang memuat tepat satu lintasan
dengan n titik, dimana terdapat dua titik berderajat satu dan n — 2 titik berderajat
dua. Graf bintang S,,, n > 2, adalah graf terhubung dengan n — 1 titik berderajat
satu dan satu titik berderajat n. Graf lingkaran C,,, n > 3, adalah graf terhubung
dengan n titik dimana setiap titiknya berderajat dua.

Dalam [13] didefinisikan graf palem, dinotasikan CyP;S,,, yang merupakan graf
yang dibangun oleh graf siklus C}, graf lintasan P;, dan graf bintang .S,,, dengan
k> 3,1 >2dan m > 2, dengan himpunan titik dan himpunan sisi sebagai berikut.
. Misalkan terdapat graf siklus Cj, dengan V(Cy) = {u; | 1 < i < k,k > 3} dan
E(Ck) = {uqug+1 | 1 < ¢ < k—1}U{uiuy}, graf lintasan P, dengan V(P,) = {w, |
1<t<I,l>2}dan E(P) = {wawat1 | 1 < a <1 -1}, dan graf bintang S,,,
dengan V(S,,) = {v, | 1 < p <m,l > 2} dan E(Sy,) = {vovp | 1 < b < m}. Graf
palem H = CyP,S,, dikonstruksi dengan cara:

(1) Menambahkan sisi e; = wju;, untuk suatu 4, 1 < ¢ < k. Tanpa mengurangi
perumuman, pilih titik w; di graf siklus.
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(2) Menambahkan sisi e; = wjvy di antara titik awal graf lintasan, namakan
wy, dengan titik pusat graf bintang vg.

Dengan penambahan dua sisi tersebut, diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi
dari graf palem CyP,S,,, dengan k > 3, [ > 2 dan m > 2 sebagai berikut.
V(H) =V(Cr) LV (E)UV(Sn),
= {1 <i<k}U{w;|1 <j<I}U{vs|0<s<m}, (2.1)
E(H) = E(Cy) U E(P)U E(Sm) U {ujw;, wivg},
= {uup1|1 <t <k =1} U{uup} U{wpwp|l <p <1 -1} U
{vovg|l < g <m}U{e1, e} (2.2)

Pada Gambar 1 dapat dilihat graf palem CyP,.S,, untuk & > 3,1 > 2 dan m > 2.

€y

Uy, Uz

Up—1 ’u,4 us

Gambar 1. Graf Palem Cy P Sy, untuk k > 3,1 > 2 dan m > 2.

3. Pembahasan

Pada teorema berikut diberikan dimensi metrik dari graf palem H = C} P, S,, untuk
k>3,1>2danm > 2.

Teorema 3.1. Jika H = CyP,S,, adalah graf palem dengan k > 3, 1 > 2 dan
m > 2, maka dim(H) = m.

Bukti. Diberikan graf palem H = CyP,S,, dengan k > 3,1 > 2 dan m > 2, seperti
pada Gambar 1, dengan himpunan titik dan himpunan sisi seperti pada persamaan
(2.1) dan (2.2).
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Berikut disajikan karakteristik graf palem H berdasarkan jarak dari suatu titik
ke titik lainnya pada graf H tersebut.

(1) Perhatikan bahwa graf H memuat titik berderajat satu v;, dengan 1 <i <
m. Setiap daun pada graf H akan memiliki jarak yang sama ke suatu titik
a € V(H)—{v1,v2,- -+ , vy }. Titik vg memiliki jarak satu ke titik-titik yang
merupakan daun, dengan demikian jarak titik lainnya > m — 1.

(2) Selanjutnya, akan dihitung jarak dari titik u; € V(H) untuk 1 < i < k
ke sebarang titik a € V(H) — V(Cy), yang akan dibagi menjadi beberapa
kasus sebagai berikut.

(a) Untuk Cf, k ganjil, diperoleh bahwa titik ug dan uj berjarak sama
ke titik a, titik us dan ux_; berjarak sama ke titik a, dan seterusnya
hingga titik Uk dan Uk berjarak sama ke titik a.

(b) Untuk Cy, k genap, diperoleh bahwa titik us dan wug berjarak sama
ke titik a, titik us dan ux_1 berjarak sama ke titik a, dan seterusnya
hingga titik Uk dan Uk o berjarak sama ke titik a.

Misalkan dim(H) = b. Definisikan suatu himpunan pembeda W dengan |[W| = b.
Berdasarkan poin (1), diperoleh bahwa |W| =b > m — 1. Selanjutnya berdasarkan
poin (2), terdapat satu titik u; € V/(H) di W, dengan 2 < i < k. Jika k ganjil, pilih
sebarang titik u; € V(H) dimana 2 < ¢ < k. Jika k genap, pilih titik u; € V(H)
dimana 2 < i < k dan ¢ # g + 1. Dari kedua karakteristik diperoleh bahwa |W| >
(m —1) + 1 = m. Ini berarti bahwa nilai b > m. Dengan demikian dim(H) > m.
Selanjutnya, misalkan W = {wv1,v9, -+ ,Um_1,ur}. Akan ditunjukkan bahwa

semua titik mempunyai representasi yang berbeda terhadap W. Representasi titik
v € V(H) terhadap W = {v1,va, -+ , U1, ux} dinotasikan r(v|W), adalah:

r(v| W)= (d(v,v1),d(v,v2), - ,d(v,Vm—1),d(v,ug)).

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk setiap titik-titik pada H memiliki
representasi yang berbeda ke himpunan W. Perhatikan ketiga kasus berikut.

(1) Untuk titik-titik v; € V(H) dimana 0 < i < m, m > 2, representasi titik v;
adalah sebagai berikut.

r(vo|W) =(1,1,1,--- , 1,14+ 2), r(n1|W) = (0,2,2,---,2,1 + 3),
— N———

m—1 m—2
r(ve|W) =1(2,0,2,---,2,14+3), r(vs|W) = (2,2,0,2,---,2,1 4 3),
—— ——
m—3 m—4
r(vg|W) =1(2,2,2,0,2--- ,2,14+3), ---
——
m—>5

r(Vm—1|W) =(2,2,2,-++,2,0,1 4+ 3), r(vm|W) =(2,2,2,---,2,1 + 3).
—— —— —— ——
m—2 m—1

Karena d(v;,v;) = 0 dan d(vj,v;) # 0, untuk ¢ # j dan 1 <4, j <m — 1,
maka representasi v; dan v; berbeda.
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(2) Untuk titik-titik w; € V(H), 1 <14 <1, 1> 2, diperoleh representasi sebagai

berikut.
r<wl|W) = (272527"' 52,l + 1)7 ’I"(’lU2|W) = (353737"' 737l)7
—_———— —_————
m—1 m—1
r(ws|W) = (4,4,4,--- ,4,1—1), ---
————
m—1
r(w— W)= (0,051 ,1,3), r(wyW)=(1+1,1+1,1+1,--- 1 +1,2).
—_———
m—1 m—1

Karena d(w;, v;) # d(w;,v;), untuk i # j dan 1 <4, j <[, maka representasi
w; dan w; berbeda.
(3) Untuk titik-titik u; € V(H), 1 <i <k, k> 3.

(a) Untuk nilai & ganjil.

r(w|W)=00+2,1+2,1+2,---,1+2,1),

m—1

T(u2|W) = (l+3al+3al+3» al+3ﬂ2)v
m—1

T(U3|W) = (l+4al+4al+4»"' al+4ﬂ3)v
m—1

r(upg W)=+ [5]+ LI+ (5] + L1+ 5] +1,- 0+ [5] +1,

m—1
15]),
r(upg W) =+ (5] + 2,0+ 5]+ 2,0+ 5] +2,-- 1+ [§] +2,

m—1

LgJ)7
r(upg ol W) = (4 (5] + 2,0+ 5]+ 2,0+ 5] +2,-- 1+ [§] +2,

m—1

LgJ_l)’
r(upg sl W) =+ [51+ L0+ 5]+ LI+ 5] + 1,0 1+ (5] +1,

m—1

LgJ - 2)v

rlupg—1 W) =(1+4,1+4,1+4,---,1+4,1),
m—1
r(ugW)=(0+3,1+3,14+3,---,1+3,0).

m—1
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(b) Untuk nilai k& genap.

r(u|W)=(0+2,1+2,14+2,--- 14+ 2,1),

m—1
r(ug|W)=(1+3,1+3,1+3,---,1+3,2),
m—1
r(us|W) = (I 4+4,1+4,1+4,---,1+4,3),
m—1

k k k k k
T(U§_1|W)=(l+§,l+§,l—|—§’ 7l+§a§_1)7

m—1

r(ug|W) = (I +5+ 1,0+ 5+ 1,0+ 5+ 1, 1+ 5+1,5),

m—1

— k k k k k
T(U%+1|W)—(l+§+2,l+§+2,l+§+2,---,l+§+2,§—1)7

m—1

— k k k k k
T(U§+2|W)—(l+§+1,l+§+1,l+§+l,-~-,l+§+1,§—2),

m—1

T(uk—1|W) = (l+4vl+4al+4a 7l+4’1)7
m—1
r(ugW)=(0+3,1+3,14+3,---,14+3,0).

m—1

Karena d(u;, v;) # d(uj,v;), untuk ¢ # j dan 1 <4, j < k, maka representasi u; dan

u; berbeda.
Dari penyajian representasi di atas, dapat dilihat bahwa setiap titik pada H
memiliki representasi yang berbeda terhadap W = {v1,va, - ,v;n—1,ux}, dimana

|W| = m, maka diperoleh bahwa dim(H) < m. Dari uraian di atas, terbukti bahwa
asumsi dim(H) = b = m adalah benar. Disimpulkan untuk graf palem H = CyP,S,,
untuk k£ > 3, I,m > 2, maka dim(H) = m. O

4. Kesimpulan

Pada artikel ini telah diperoleh bahwa dimensi metrik dari graf palem H = Cy P, S,
untuk k& > 3,1 > 2 dan m > 2 adalah dim(H) = m.

5. Ucapan Terima kasih

Terima kasih kepada bapak Narwen, bapak Ahmad Igbal Baqi dan ibu Nova Noliza
Bakar yang telah memberikan kritik dan saran guna menjadikan penulisan ini lebih
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