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Abstrak. Model logistik Windarto-Eridani-Purwati (WEP) merupakan modifikasi

model pertumbuhan logistik dan model monomolekuler yang digunakan untuk menggam-

barkan pertumbuhan organisme. Penelitian ini bertujuan mengkaji model logistik WEP
dalam orde fraksional. Perbandingan dilakukan untuk mengetahui model dengan akurasi

yang lebih baik. Metode yang digunakan untuk memperoleh solusi model logistik WEP

dalam orde fraksional yaitu Telescoping Decomposition Method (TDM) dan metode Eu-
ler. Berdasarkan perhitungan yang telah dilakukan didapatkan model logistik WEP orde

fraksional lebih baik dibandingkan model logistik WEP. Hal ini dikarenakan pada model
logistik orde fraksional dapat dilakukan suatu pengaturan dalam menetapkan orde frak-

sionalnya sehingga model logistik WEP orde fraksional lebih fleksibel untuk menghampiri

data yang empiris.

Kata Kunci : Model Logistik WEP, Orde Fraksional, Telescoping Decomposition Method,

Metode Euler

Abstract. The Windarto-Eridani-Purwati (WEP) Logistic model is a modified lo-
gistic growth model used to describe the growth of an organism. This research aims to

study the WEP logistic model in fractional order. A comparison of the two models is
carried out to determine the model with better accuracy. The proposed methods we use

here to obtain the solution of WEP logistic model in fractional order are Telescoping De-
composition Method (TDM) and Euler method. Based on the calculations, we found that
the fractional order WEP logistic model is better than the WEP logistic model. In this
case, one may choose a suitable value of the fractional order so that the corresponding

WEP logistic model is able to approach the empirical data.

Keywords: WEP Logistic Model, Fractional Order, Telescoping Decomposition Method,

Euler Method
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1. Pendahuluan

Model logistik umumnya digunakan untuk menggambarkan pertumbuhan pen-

duduk. Model ini merupakan modifikasi dari model pertumbuhan eksponen-

sial dengan menambahkan parameter carrying capacity. Pada tahun 2018, Win-

darto dkk. dalam [1] memperumum model pertumbuhan logistik dan model

monomolekuler untuk mendeskripsikan pertumbuhan berat unggas. Model yang

diperumum tersebut dinyatakan sebagai berikut.

dy

dt
= (q + ry)(1− y

K
), (1.1)

dengan K menyatakan berat unggas maksimal, q dan r berturut-turut menyatakan

tingkat pertumbuhan konstan dan tingkat pertumbuhan proporsional. Selanjutnya,

model pada Persamaan (1.1) dinamakan model logistik WEP. Kata WEP meru-

pakan singkatan dari nama ketiga penulis yaitu Windarto, Eridani dan Purwati.

Model logistik WEP orde fraksional diperoleh dengan mengubah notasi turunan

Leibniz untuk turunan pertama ke bentuk operator turunan fraksional Caputo,

sehingga Persamaan (1.1) dapat ditulis kembali menjadi:

Dαy = (q + ry)(1− y

K
). (1.2)

Solusi dari persamaan (1.2) tidak mudah didapatkan secara analitik, sehingga ter-

dapat beberapa metode untuk menghampiri solusi Persamaan (1.2), di antaranya

metode pertubasi, Adomian Decomposition Method (ADM), Variational Iteration

Method (VIM) dan masih banyak metode lainnya. Pada [2], Vanani dkk. meng-

gunakan TDM untuk menyelesaikan persamaan Burgers dengan waktu tunda dan

dalam [3], Khan dkk. mengimplementasikan metode Euler untuk menghampiri so-

lusi dari model DSEK fraksional. Beberapa penelitian sebelumnya telah membahas

penggunaan TDM dan Metode Euler. Selain itu, dalam [1] telah dikaji kestabilan

dari model pada Persamaan (1.1). Pada penelitian ini akan diimplementasikan TDM

dan Metode Euler untuk menghampiri solusi dari model logistik WEP orde frak-

sional. Bentuk definisi turunan fraksional yang digunakan adalah operator turunan

fraksional Caputo yang dibatasi untuk 0 < α < 1. Hasil yang diperoleh akan di-

bandingkan dengan model logistik WEP untuk menentukan model dengan akurasi

yang lebih baik.

2. Kajian Pustaka

Dalam matematika, fungsi gamma merupakan perumuman dari notasi faktorial [4].

Selain itu fungsi gamma yang dinotasikan dalam huruf kapital Yunani Γ juga dikenal

sebagai integral Euler jenis kedua.

Definisi 2.1. [5] Misalkan α ∈ C, fungsi gamma didefinisikan sebagai:

Γ(α) =

∫ ∞
0

e−ttα−1dt, (2.1)

yang konvergen untuk Re(α) > 0.
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Integral fraksional dapat disebut sebagai perumuman dari Teorema Cauchy un-

tuk integral berulang. Misalkan f kontinu pada interval tertutup [0, t], t > 0 yaitu

f ∈ C[0, t] maka [6]:∫ t

0

(∫ ξn

0

(
· · ·

(∫ ξ2

0

f (ξ1) dξ1

))
dξn−1

)
dξn =

1

(α− 1)!

∫ t

0

(t− ξ)α−1 f (ξ) dξ.

Bentuk integral di atas hanya berlaku untuk α ∈ N. Integral fraksional Riemann-

Liouville merupakan hasil modifikasi dari bentuk teorema Cauchy di atas dengan

memandang α ∈ R, sehingga bentuk integral fraksional Riemann-Liouville dapat

dinyatakan sebagai berikut.

Definisi 2.2. [6] Jika f ∈ C[0, t], t ∈ R+ dan α ∈ R, maka persamaan

Iα[f(t)] =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− ξ)α−1f(ξ)dξ (2.2)

dikatakan integral fraksional Riemann-Liouville berorde α.

Dalam menghitung turunan fraksional perlu dipahami konsep integral frak-

sional. Hal ini berbeda dengan kalkulus klasik, dikarenakan pada kalkulus klasik

operator turunan hanya terbatas untuk orde bilangan asli, sedangkan dalam kalku-

lus fraksional operator turunan fraksionalnya tidak hanya untuk bilangan asli saja.

Terdapat banyak definisi turunan fraksional yang telah diperkenalkan, akan tetapi

yang sering digunakan adalah turunan fraksional tipe Riemann-Liouville dan tu-

runan fraksional tipe Caputo. Hal ini dikarenakan kedua definisi turunan tersebut

memiliki kesesuaian dengan sifat turunan pada kalkulus klasik [6]. Pada peneli-

tian ini digunakan turunan fraksional tipe Caputo. Bentuk turunan fraksional tipe

Caputo dapat dilihat pada definisi berikut.

Definisi 2.3. [6] Jika f : R+ → R dan n− 1 < α < n dengan n = dαe ∈ N, maka:

Dα[f(t)] =
1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− ξ)n−1−αf (n)(ξ)dξ, (2.3)

dengan Γ(·) adalah fungsi gamma.

Pada penelitian ini hanya digunakan 0 < α < 1, sehingga Persamaan (2.3) dapat

disederhanakan menjadi:

Definisi 2.4. [6] Jika 0 < α < 1 dan f terturunkan pada (0, T ) maka

Dα[f(t)] =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− ξ)−αf ′(ξ)dξ. (2.4)

Selanjutnya, dengan menggunakan Definisi 2.2 dan Definisi 2.3 diperoleh teo-

rema yang menyatakan hubungan antara integral fraksional dan turunan fraksional

sebagai berikut.

Teorema 2.5. [6] Jika n = dαe ∈ N dan n − 1 < α < n untuk setiap α ∈ R+,

maka:

Iα(Dα[f(t)]) = f(t)− f(0). (2.5)
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Perhatikan bahwa Teorema 2.5 merupakan teorema dasar kalkulus dalam kon-

teks kalkulus fraksional. Telescoping Decomposition Method (TDM) merupakan

salah satu metode iterative hasil modifikasi dari Adomian Decomposition Method

(ADM). Metode ini lebih sederhana dan menghasilkan pendekatan solusi dengan ni-

lai sebenernya yang lebih efisien. Hal ini dikarenakan TDM tidak memperhitungkan

polinom adomian [8]. Sebagai ilustrasi, diberikan persamaan diferensial orde frak-

sional sebagai berikut.

Dαy(t) = f(t, y(t)), y(0) = Y0. (2.6)

Dengan menggunakan Teorema 2.5 bentuk Persamaan (2.6) dapat diperoleh sebagai

berikut.

y(t) = y0 + Iα[f(t, y(t))]. (2.7)

Sekarang kita asumsikan solusi Persamaan (2.6) berbentuk:

y(t) =

∞∑
k=0

yk(t). (2.8)

Substitusikan Persamaan (2.8) ke Persamaan (2.7) untuk memperoleh pendekatan

solusi, dengan yk(t) mengikuti algoritma berikut.

y0(t) = Y0,

y1(t) =
1

Γ(α)

∫ ∞
0

(t− ξ)(α−1)f(ξ)dξ = Iα[f(t, y0)],

y2(t) = Iα[f(t, y0 + y1)]− Iα[f(t, y0)],

...

yl−1(t) = Iα[f(t,

l−2∑
k=0

yk(t))]− Iα[f(t,

l−3∑
k=0

yk(t)], 3 < l < n,

...

yn(t) = Iα[f(t,

n−1∑
k=0

yk(t))]− Iα[f(t,

n−2∑
k=0

yk(t)].

(2.9)

Berdasarkan persamaan (2.9) diperoleh jumlah parsial ke-n dari Persamaan (2.8)

sebagai berikut.

Φn(t) =

n∑
k=0

yk(t), n ≥ 1. (2.10)

Dengan demikian solusi Persamaan (2.6) dapat dinyatakan sebagai berikut.

y(t) = y0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− ξ)α−1[f(t,

n∑
k=0

yk(t))]dξ. (2.11)

Di lain pihak, metode numerik merupakan salah satu metode yang dapat digu-

nakan untuk memperoleh solusi dari persamaan diferensial fraksional [7]. Salah satu

metode numerik yang sederhana adalah metode Euler. Perbedaan TDM dan metode
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Euler terletak pada outputnya, yakni metode Euler menghasilkan output berupa

angka, sedangkan TDM menghasilkan output berupa fungsi. Misalkan tj = jh, un-

tuk j = 0, 1, · · · , N dan h = T
N menyatakan ukuran langkah dengan N bilangan

bulat positif, maka: [7]

yk+1 ≈ y0 +
hα

Γ(α+ 1)

k∑
j=0

f(tj , yj)bj , (2.12)

dengan yk+1 ≡ y(tk+1) dan bj = (k+j−1)α−(k−j)α. Persamaan (2.12) merupakan

rumus iteratif pada metode Euler maju.

3. Hasil dan Pembahasan

3.1. Data Penelitian

Pada penelitian ini digunakan data dari penelitian sebelumnya [1]. Berikut data

yang digunakan:

Tabel 1. Data rata rata berat ayam

Hari berat Hari Berat

0 37 30 324,92

3 41,74 33 372,83

6 59,19 37 417,41

9 79,94 40 469,13

12 102,96 43 519,72

15 132,13 46 577,27

18 170,18 49 633,59

21 206,56 51 667,18

24 250,71 54 717,17

27 285,27 57 786,35

3.2. Solusi Semi Analitik Model Logistik WEP Orde Fraksional

Solusi semi analitik model logistik WEP orde fraksional diperoleh dengan meng-

gunakan TDM. Langkah awal yang dilakukan untuk memperoleh solusi dengan

menggunakan TDM ialah memisalkan solusi dari Persamaan (1.2) berbentuk:

y(t) =

∞∑
n=0

yn(t). (3.1)

Dengan mengekspansi ruas kanan pada Persamaan (1.2) diperoleh:

Dα[y(t)] = q + c1y(t) + c2(y(t))2; y(0) = Y0, (3.2)

dengan c1 = r − q
K dan c2 = − r

K . Selanjutnya untuk memperoleh solusi semi

analitik Persamaan (1.2), diimplementasikan TDM pada Persamaan (3.2) dengan
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mengikuti algoritma pada persamaan (2.9), sehingga diperoleh tiga suku pertama

Persamaan (3.1) yang dinyatakan sebagai berikut.

y0 = y(0) = Y0,

y1 = Iα[f(t, y0)]

=
q + c1a+ c2a

2

Γ(α+ 1)
tα

=
σ

Γ(α+ 1)
tα;σ = q + c1a+ c2a

2,

y2 = Iα[f(t, y0 + y1)]− Iα[f(t, y0)]

=
(c1 + 2c2a)σ

Γ(2α+ 1)
t2α +

c2σ
2Γ(2α+ 1)

Γ(α+ 1)2Γ(3α+ 1)
t3α.

(3.3)

Lebih lanjut hampiran solusi dari Persamaan (3.2) dinyatakan sebagai berikut.

y(t) = Φ2(t) ≈
2∑

n=0

yn(t)

= Y0 +
q + c1a+ c2a

2

Γ(α+ 1)
tα +

(c1 + 2c2a)σ

Γ(2α+ 1)
t2α +

c2σ
2Γ(2α+ 1)

Γ(α+ 1)2Γ(3α+ 1)
t3α.

(3.4)

Berdasarkan simulasi yang dilakukan, solusi (3.4) lebih baik dalam menghampiri

data dibandingkan solusi model logistik WEP meskipun hanya terbatas pada tiga

suku pertama. Hal ini dapat dilihat pada Gambar 1 yang menampilkan kurva solusi

model logistik WEP orde fraksional dengan menggunakan TDM.

Gambar 1. Perbandingan solusi semi analitik model logistik WEP orde fraksional dan model

logistik WEP dalam menghampiri data.

Berdasarkan Gambar 1, terlihat bahwa seiring α mendekati 1, kurva solusi semi

analitik semakin baik dalam menghampiri data. Nilai 0, 99 < α < 1 menunjukkan

bahwa kurva solusi semi analitik mampu menghampiri data sehingga model logis-

tik WEP orde fraksional lebih baik dalam menghampiri data dibandingkan model
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logistik WEP. Penentuan nilai α pada solusi semi analitik menjadi faktor utama

dikarenakan nilai α yang mendekati satu mengakibatkan solusi semi analitik meng-

hampiri kurva solusi model logistik WEP.

3.3. Perbandingan Solusi Model Logistik WEP dan Model Logistik

WEP Orde Fraksional

Pada pembahasan sebelumnya telah diperoleh solusi semi analitik dan solusi nu-

merik dari model logistik WEP orde fraksional. Diketahui solusi semi analitik dan

solusi numerik model logistik WEP orde fraksional. Berdasarkan pembahasan terse-

but dapat dikatakan bahwa model logistik WEP orde fraksional lebih baik di-

bandingkan model logistik WEP. Hal ini dipengaruhi oleh fleksibilitas nilai α dalam

model logistik WEP orde fraksional. Selain itu, pada subbab sebelumnya juga telah

diperoleh nilai α yang cukup baik dalam menghampiri data menggunakan solusi

semi analitik, yakni 0, 99 < α < 1, sedangkan nilai α yang cukup baik dalam meng-

hampiri data menggunakan solusi numerik yaitu 0, 9999 < α < 1.

Tabel 2. Perbadingan nilai MAPE dan R Square

Orde(α) Model MAPE R Square

1 WEP 0,179853 0,973571

0,999999
TDM 0,148610 0,986999

Euler 0,151334 0,974206

0,99999
TDM 0,148609 0,986995

Euler 0,151349 0,974194

0,9999
TDM 0,148592 0,986955

Euler 0,151502 0,974079

Pada Tabel 2 terlihat bahwa α = 0, 999999 untuk solusi model logistik WEP

orde fraksional menggunakan TDM maupun numerik memiliki nilai R Square yang

lebih besar dibandingkan model logistik WEP sedangkan pada α = 0, 9999 nilai

MAPE dari TDM lebih kecil dibandingkan nilai MAPE dari model logistik WEP

dan Euler. Hal ini memberikan kesimpulan bahwa model logistik WEP orde frak-

sional lebih baik dalam menghampiri data dibandingkan model logistik WEP. Selain

itu, peningkatan nilai α yang mendekati 1 mengakibatkan model logistik WEP orde

fraksional menjadi model logistik WEP.

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah diuraikan dapat disimpulkan bahwa

model logistik WEP orde fraksional memiliki akurasi yang baik dibandingkan model

logistik WEP. Hal ini dipengaruhi oleh nilai orde dari model logistik WEP orde

fraksional. Saran untuk peneliti selanjutnya ialah menentukan metode yang tepat

dalam memperoleh solusi semi analitik model logistik WEP orde fraksional untuk

nilai α yang lebih umum.
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