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Abstrak. Matriks centrosymmetric adalah matriks bentuk khusus dari matriks
simetris, yang mana matriks ini memiliki struktur simetri pada pusat matriksnya. Di
antara beberapa masalah terkait matriks centrosymmetric adalah masalah penentuan
invers dan nilai eigennya. Pada penelitian ini dikaji masalah penentuan invers dan nilai
eigen dari matriks centrosymmetric dengan bentuk khusus ordo n X n, n > 3 dengan
menggunakan algoritma Leverrier Faddeev. Penelitian ini diawali dengan menentukan
Y; dan ¢; dari setiap matriks centrosymmetric berukuran n x n,3 > n > 8. Selanjutnya
dengan memperhatikan pola invers dan nilai eigennya diperoleh bentuk umum invers
dan nilai eigen dari matriks centrosymmetric dengan bentuk khusus ordo n x n, n > 3
dalam dua kasus, yaitu untuk n = 2m + 1 dan n = 2m.

Kata Kunci: Algoritma Leverrier Faddeev, invers, matriks centrosymmetric, nilai eigen

1. Pendahuluan

Aljabar linier adalah cabang ilmu matematika yang mempelajari sistem
persamaan linier, vektor, dan transformasi linier. Salah satu konsep dasar dalam
aljabar linier adalah matriks. Dalam teori matriks terdapat berbagai macam jenis
matriks, salah satunya adalah matriks simetris. Matriks simetris adalah matriks
persegi yang memiliki sifat simetri. Salah satu bentuk khusus dari matriks
simetris ini adalah matriks centrosymmetric.

Matriks centrosymmetric merupakan jenis matriks simetris yang memiliki
struktur simetri pada pusat matriksnya. Bentuk umum dari matriks
centrosymmetric adalah sebagai berikut:

*penulis korespondensi
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11 - L1k~ Tin
:L'21 ... :E2k e (L’2n
Xp = |@p - Tpk -+ Tha
Top ++ - Tok -+ Toi
| Tin =" T1k ~*° T11 |

dengan w;; € R, untuk ¢,7 = 1,2,...,n dan k adalah indeks untuk entri di
pertengahan matriks [1].

Seiring dengan perkembangan ilmu pengetahuan, matriks centrosymmetric
memberikan kontribusi pada berbagai bidang ilmu pengetahuan. Dalam [5], telah
diperoleh bahwa matriks centrosymmetric merupakan teknik dasar untuk
interpolasi sinyal Hermitian . Selain itu, pada penelitian [3] yang berjudul ” On the
Reducibility of Centrosymmetric Matrices-Applications in Engineering Problems”,
mengungkap bahwa matriks centrosymmetric bermanfaat dalam menyelesaikan
permasalahan pemilihan fitur pattern recognition dan analisis vibrasi.

Salah satu kajian yang banyak diteliti dari matriks centrosymmetric ini, yakni
bagaimana mendapatkan inversnya. Namun, masalah yang sering dihadapi saat
mencari invers dari suatu matriks adalah terkait dengan ordo dari matriks itu
sendiri. Semakin besar ordo matriks, maka semakin sulit pula untuk menentukan
inversnya.

Salah satu metode yang cocok untuk mengatasi permasalahan di atas adalah
algoritma Leverrier Faddeev. Algoritma Leverrier Faddeev ini awalnya
dikembangkan pada tahun 1980 oleh D.K. Faddeev dan Urbain Le Verrier dengan
tujuan utama untuk menghitung nilai eigen dari suatu matriks [4]. Algoritma
Leverrier Faddeev ini memiliki keunggulan dalam menangani kasus khusus, seperti
ketika matriks memiliki nilai eigen ganda atau ketika matriks tidak memiliki full
rank. Namun, selain untuk menghitung nilai eigen, algoritma Leverrier-Faddeev
juga dapat digunakan untuk menghitung invers dari suatu matriks yang berordo
besar. Untuk ordo matriks yang lebih besar daripada 5 x 5, algoritma ini
merupakan algoritma yang efisien dan efektif dalam penentuan invers dan nilai
eigen dari matriks tersebut.

Dalam makalah ini, akan dikaji masalah penentuan invers dan nilai eigen dari
matriks centrosymmetric dengan bentuk khusus berordo n x n, n > 3 dengan
menggunakan algoritma Leverrier Faddeev

2. Landasan Teori
2.1. Matriks dan Operast Matriks

Matriks adalah susunan bilangan atau simbol dalam suatu baris dan kolom sehingga
membentuk suatu bangun persegi panjang. Suatu matriks X berordo m x n berarti
matriks tersebut memiliki m baris dan n kolom yang dinotasikan sebagai X, xn
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dan dapat dituliskan sebagai berikut [2]:

11 12 ... Tin
21 22 ... T2np

X=1. . . .| (2.1)
Tml Tm2 -+ Tmn

Definisi 2.1. [1] Jika X dan'Y adalah matriks dengan ordo yang sama, maka hasil
penjumlahan dari X+Y diperoleh dengan menambahkan setiap entri pada X dengan
entri yang bersesuaian pada Y. Sedangkan, hasil untuk pengurangan dari X —Y
diperoleh dengan mengurangkan setiap entri pada X dengan entri yang bersesuaian
pada Y . Penting untuk diingat bahwa matriks dengan ordo yang berbeda tidak dapat
dijumlahkan atau dikurangkan. Dalam notasi matriks, jika X = [z;;] dan 'Y = [y;;]
adalah matriks-matriks yang berordo m X n, maka

X +Y = [wij] + [yis] = [wi; + v
dan

X =Y = [wi;] = lyi] = [wij — vij]
dengan it =1,2,...,m dan j=1,2,...,n.
Definisi 2.2. [1] Jika X adalah matriks m x r dan'Y adalah matriks r x n, maka
hasil kalt XY adalah sebuah matriks berordo m x n. Untuk menentukan nilai entri
pada baris ke-t dan kolom ke-j dari matriks XY, langkahnya adalah dengan
memisahkan baris ke-i dari matriks X dan kolom ke-j dari matriks Y. Kemudian,

setiap entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut dikalikan dan hasilnya
digumlahkan.

Definisi 2.3. [1] Matriks identitas berordo n x n, ditulis sebagai I atau I,,, adalah
suatu matriks bujur sangkar yang memiliki entri 1 di sepanjang diagonal utama
(diagonal dari kiri atas ke kanan bawah) dan 0 ditempat lain.

I =[], (2.2)

dimana

1, i1=3
V5 = 2.3
v {0; i (23)

untuk i, j =1,2,...,n.

2.2. Invers Matriks

Definisi 2.4. [1] Misalkan X dan Y adalah matriks bujur sangkar yang berordo
sama, jika XY =YX = I, maka X memiliki sifat invertible atau disebut juga
sebagai matriks yang dapat dibalik. Y disebut sebagai invers dari X, yang dapat
ditulis sebagai Y = X~'. Namun, jika matriks Y tidak dapat ditentukan atau
didefinisikan, maka X disebut sebagai matriks singular.
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2.3. Rotast Matriks

Definisi 2.5. [1] Diberikan matriks X berordo n x n, dengan x;; € R. Rotasi dari
matriks X dinotasikan dengan X dan didefinisikan sebagai

XB = J,XJ,, (2.4)

dimana J, = (en, eyn_1,...,e1) dan e; merupakan vektor unit dengan entri ke-i
bernilai 1 dan entri yang lainnya bernilai 0.

2.4. Trace Matriks

Definisi 2.6. [1] Misalkan X = [z;;] merupakan sebuah matriks bujur sangkar.
Trace dari matriks X didefinisikan sebagai jumlah entri dari diagonal matriks X
yang dinotasikan dengan tr(X). Jadi, trace dari matriks X dapat dinyatakan sebagai
berikut:

tr(X) = ZIZ’L’ (2.5)

dengan n adalah ordo dari matriks X .

2.5. Nilai Figen dan Vektor Eigen

Definisi 2.7. [1] Jika X adalah matriks n x n maka vektor v € R™ dinamakan
vektor eigen dari X jika

Xv= v,

untuk suatu skalar \. Skalar A dinamakan nilai eigen dari X dan v dikatakan vektor
eigen yang bersesuaian dengan .

Teorema 2.8. [1] Jika X adalah matriks n x n , maka X\ merupakan nilai eigen
dari X jika dan hanya jika memenuhi polinomial karakteristik berikut:

det(A\] — X) =0,

dimana I adalah matriks identitas berordo n X n.

2.6. Transformasi Laplace
Definisi 2.9. [6] Misalkan

fia(t) fr2®) ... fin(t)

21(t) foalt) ... fon(l
O FACH AU G

,untuk t > 0,

Fur(®) Fas®) - Fuld)

transformasi Laplace dari f(t) didefinisikan sebagai berikut:

F(s) = ;" e " f(t)dt = L{f(t)}
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LA{fuu@®)} L{fr2(®)} .. L{f1n(t)}
LA{far(t)} LA{fo2(t)} .. L{fan(t)}

(2.6)

Contoh 2.10. Misalkan f(t) = e'¥, dimana X adalah matriks konstanta berordo

n X n, maka

L{e™} =(sI—X)"". (2.7)

2.7. Resolven

Definisi 2.11. /8] Himpunan resolven dari matriks X berordo n x n, dengan x;; €
C, dilambangkan dengan p(X), adalah himpunan titik s € C, dimana sI — X adalah
invertible. Komplemen dari himpunan resolven disebut spektrum yang didefinisikan
sebagai berikut:

o(X) = C/p(X). (2.8)
Resolven dari X adalah pemetaan dari p(X) ke matriks berukuran n X n, dengan
setiap entrinya adalah elemen C yang dapat dinyatakan sebagai berikut:

R(X,s) = (s — X)™". (2.9)

2.8. Induksi Matematika

Prinsip induksi Matematika [7]: Untuk membuktikan P(n) bernilai benar untuk
semua 7 bilangan bulat positif, dimana P(n) adalah proporsitional function, harus
melakukan dua langkah berikut.

(1) Langkah basis: menunjukkan P(1) bernilai benar.
(2) Langkah induksi: menunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif k, jika
P(k) benar, maka P(k + 1) juga bernilai benar.

3. APLIKASI ALGORITMA LEVERRIER FADDEEV DALAM
MENGHITUNG INVERS MATRIKS CENTROSYMMETRIC
DENGAN BENTUK KHUSUS BERORDO n X n, n > 3

3.1. Matriks Centrosymmetric

Definisi 3.1. [9] Suatu matriks X = (Tij)nxn € R™™ disebut matriks
centrosymmetric, jika setiap entri di X memenuhi hubungan berikut:

Tij = T(n—it1)(n—j+1)s (3.1)

untuk setiap 1,7 = 1,2,...,n, yang ekuivalen dengan J,XJ, = X, dimana J, =
(én,€n—1,-..,€1) dan e; merupakan vektor unit dengan entri ke-i bernilai 1 dan
entri yang lainnya bernilai 0.

Berdasarkan definisi di atas, maka dapat dibuat suatu matriks centrosymmetric
dengan bentuk khusus berordo n x n, n > 3 sebagai berikut:
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(1) untuk n=2m +1

000---000---00a]
000---000---0aa
000---000---aaa
000---00a---aaa
Xn: aaa---aaa---aaal, dan (32)
aaa---a00---000
aaa---000---000
aa0---000---000
La00---000---000]

(2) untuk n =2m
[0000---0000---000a]
0000---0000---00aa
0000---0000---0aaa
0000---0000---aaaa
0000---000a---aaaa

_ 0000---00aa---aaaa
Xn = aaaa---aa00---0000 (3-3)

aaaa---a000---0000

aaaa---0000---0000
aaa0---0000---0000
aa00---0000---0000
La000---0000---0000 ]

dengan a # 0.

3.2. Algoritma Leverrier Faddeev

Teorema 3.2. [4] Misalkan matriks X adalah matriks berordo n x n dengan
polinomial karakteristiknya, yaitu

PA) =N+ @ A"+ @A TR g,

koefisien q;, 1 = 1,2, ...,n dari polinomial karakteristik di atas diberikan oleh berikut

tr(Y;

G=- r(l 9 dengan Yo = X,
tr(Y;

g2 = — T( 1), dengan Y1 = XYy + 1 X,
tr(Y:

q3 = — T(B 2), dengan Yo = XY1 + ¢ X, (3.4)

tr(Y,—
qn = _¥7 dengan Y1 =XY, o+ Qn71X~

Bukti. Misalkan, diberikan sebuah matriks X berordo n x n dengan det(A\ — X) =
AT+ @A T A" 2+ 4 g, = p(N). Kemudian, misalkan (A — X)~! merupakan
resolven dari X yang dinyatakan sebagai berikut:

N (A)

_ -1 _ " \7Y
M= =20

(3.5)
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dimana matriks adjugat N () adalah polinomial A berderajat n—1 dengan koefisien
matriks Ng, N1,...,N,_; dimana N; = X~'Y;. Untuk menguraikan persamaan
(3.5) digunakan transformasi Laplace dari matriks eksponensial, yaitu £ {etX } =
(M — X)~ L

Diketahui 9 = XetX | maka diperoleh

dt
detX
L{ 7 } =L{Xe™}

AC{eX} —T=XL(e)

. A
ixv g Y(N)
AL {e } I = )

M (£{e™ V) — tr (1) = tr (‘;&;)

M) = Gaw)
M (V) = np(X) = tr(¥Y ()

— N 200" 2 — o — g, = tr(YoAN"T) +tr(VIATE) (Vo).

Selanjutnya, dengan mengambil komponen-komponen yang bersesuaian diperoleh

—q A" = (VoA"Y
—qlx\"_l = )\n_lt’l“(YQ)

_ tr(Yo) -
1 1 9.
—ngn, = tr(Yn—_1)
Gn = _t"”(}/n—l). O
n

Teorema 3.3. [4] Misalkan algoritma Leverrier Faddeev merupakan suatu
algoritma yang bersifat iteratif yang melibatkan Yy, Y1, ..., Y,, maka proses iterasi
tersebut akan berhenti ketika

00...0
00...0
00...0

Bukti. Misalkan X adalah sebuah matriks persegi berordo n x n dengan polinomial
karakteristik p(\) = A" + A"~ + A" "2 + - -+ + ¢,,. Dengan mencari solusi dari
p(A), diperoleh akar-akar A; untuk j = 1,2, ..., n. Misalkan untuk setiap A memiliki

n—1
Yy = Z )\n—l—iy*i.
=0
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Berdasarkan algoritma (3.4), maka
A"Yy = A"X
)\n—lyl _ )\TL—IXYO 4 )\n—lqu
AV, = APTPXY) 4 A X

Y, = XYn 1+ g X.
Kemudian, jumlahkan semua ruas kiri dan kanan.

MY+ A" Y N2 4 Y, = X A ATTIXY AT g X A TEXY N T e X 4 XY, 4 g X

Y, = (A - X)Y + X (p()))

karena det(AI — X) =0 dan p(\) = 0, maka terbukti bahwa Y,, = O. O

Teorema 3.4. [4] Misalkan matriks X adalah matriks berordo m x n. Dengan
menggunakan algoritma Leverrier Faddeev, invers dari X adalah

1
X' = — (Vo +quil). (3.7)

n

Bukti. Pada Teorema (3.3) diketahui Y,, = O.
Perhatikan bahwa:

Y, =0
XY, 1+ QnX =0
QnX = *XYn—l

X = = X(XY, 2+ ¢n1X)
X 'Xg, = - X"'X(XY, 2+ qu1X)
X 'Xq, = —I(XY, 5+ ¢u1X)
X' Xy =-X(Yn2+ gn-1l)
(Yn—2+qn_11)

Xl \nme T Anm )
In H

3.3. Penerapan Algoritma Leverrier Faddeev dalam Menghitung
Invers dan Nilat Eigen Matriks Centrosymmetric dengan
Bentuk Khusus

Pada bagian ini, akan ditentukan bentuk umum invers dan nilai eigen dari matriks
centrosymmetric pada Persamaan(3.2) dan (3.3) yang berordo 3 x 3 sampai dengan
8 x 8 dengan menggunakan algoritma Leverrier Faddeev.

(1) Untuk ordo n =3
Dengan menggunakan algoritma Leverrier Faddeev (3.4), diperoleh

0 0 at
a. Invers dari X3, yaitu |:a1 a”! a1:|
al 0 0
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b. Nilai eigen dari X3, yaitu a dan —a, yang merupakan solusi dari polinomial
karakteristik berikut:

p(A) =0
lambda® — aX\? — a®’X +a® = 0
A—a)?*(\+a)=0
(2) Untuk ordo n =4
Dengan menggunakan algoritma Leverrier Faddeev (3.2.1), diperoleh

alal 0 0
a0 0 0
b. Nilai eigen dari X4, yaitu a dan —a, yang merupakan solusi dari polinomial
karakteristik berikut:

0 0 0 a'
: : 0 0 a ' —a!
a. Invers dari Xy, yaitu |

p(A\) =0
M —2a2X2 +at =0
A—a)’*\+a)*=0

(3) Untuk ordon =5
Dengan menggunakan algoritma Leverrier Faddeev (3.2.1), diperoleh

0 0 0 0 a
0 0 0 a! —a?t
a. Invers dari X5, yaitu | 0 —ala'—a? 0
—altal 0 0 0
@' 0 0 0 0
b. Nilai eigen dari X5, yaitu a dan —a, yang merupakan solusi dari polinomial

karakteristik berikut:

p(A) =0
AN—adt —2a22% + 2302 +a'A—a® =0
A—aP\+a)*=0

(4) Untuk ordo n =6
Dengan menggunakan algoritma Leverrier Faddeev (3.2.1), diperoleh

0 0 0 0 0 a
0 0 0 0 a' —a!
0 0 0 al-at 0
0 —atal 0 0 0
—atalt 0 0 0 0
@' 0 0 0 0 0
b. Nilai eigen dari Xg, yaitu a dan —a, yang merupakan solusi dari polinomial

karakteristik berikut:

a. Invers dari Xg, yaitu

p(A) =0
A6 — 322 +3a*\% —a® =0
A—a)*(AN+a)*=0
(5) Untuk ordon =7
Dengan menggunakan algoritma Leverrier Faddeev (3.2.1), diperoleh
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0 0 0 0 0 0 at
0 0 0 0 0 a' —a’!
. . 0 0 0 0 a!' —a' 0
a. Invers dari X7, yaitu | 0 0 —alat-at 0 0
0 —at!tal 0 0 0 0
—atat 0 0 0 0 0
a~! 0 0 0 0 0 0

b. Nilai eigen dari X7, yaitu ¢ dan —a, yang merupakan solusi dari polinomial
karakteristik berikut:

p(A) =0
AT —aX® —3a?X\° + 30X + 302 —3a°A2 — A +ad" =0
A —a)i(A+a)®=0

(6) Untuk ordon =8
Dengan menggunakan algoritma Leverrier Faddeev (3.2.1), diperoleh

0 0 0 0 0 0 0 a!
0 0 0 0 0 0 a~! —a”!
0 0 0 0 0 at! -t 0
s : 0 0 0 0 at=at 0 0
a. Invers dari Xg, yaitu 0 0 —alalo 0 0 o
0 —atat 0 O 0 0 0
—a~ ! a! 0 0 0 0 0 0
a~! 0 0 0 0 0 0 0

b. Nilai eigen dari Xg, yaitu a dan —a, yang merupakan solusi dari polinomial
karakteristik berikut:

p(A) =0
A8 — 40228 4 6a* At —4a®X2 4+ a8 = 0
A—a)*(A+a)* =0

3.4. Teorema Karakteristik Matriks Centrosymmetric dengan
Bentuk Khusus Ordo n X n

Berdasarkan pola invers dan nilai eigen yang diperoleh sebelumnya, dapat dibuat
sebuah teorema baru sebagai berikut.

Teorema 3.5. Misalkan diberikan sebuah matriks centrosymmetric dengan bentuk
khusus berordo n x n, n > 3, dan m adalah bilangan bulat positif, maka

1. untuk kasus n = 2m +1

00 0 -~ 0 0 0 -~ 0 0 a?f
0 0 0 -~ 0 0 0 -~ 0 a' —at
0 0 0 -~ 0 0 0 - a' —a!
0 0 0 - 0 0 al--=at 0 0

a. (X))t=1] 0 0o 0 - atarat 0 0 0 |
0 0 —at-- a0 0o -+ 0 0 0
0 —a'a'-- 0 0 0 - 0 0 0
—~a'a! 0 - 0 0 0 -~ 0 0 0
a0 0 - 0 0 0 -~ 0 0 0

b. nilai eigen-dam' X, adalah a dan —a yang mefupakan solusi dari polinomial
karakteristik berikut:

n+1 n

pA)=A—a) 2z + ()\—I—a)%l, dan
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2. untuk kasus n = 2m

o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a' ]
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 al! —a!
0 0 0 0 0 0 0 0 a™! —a”' 0
0 0 0 0 0 0 0 0 a”! —a”t 0 0
0 0 0 0 0 0 0 @l a0 0 0
-1 _ 0 0 0 0 0 0 a'-alt o 0 0 0

a (X”) - 00 0 0 —a a0 0 o 0o o o |
0 0 0 —a! a0 0 0 0 0 0 0
0 0 a™t ot 6 o 6 o 6 0 0 6
0 alatl 0 0 0 0 0 0 0 0 0
—ata”! 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

La 0 0 0 -~ 0 00 0 - 0 0 0 0 ]

b. nilai eigen dari X, adalah a dan —a yang merupakan solusi dari polinomial

karakteristik berikut:

pA)=(A—a)? +(\+a)t.

Bukti.

1. Untuk kasus n =2m + 1

a. Dengan mengunakan Definisi (2.4), akan ditunjukkan
X, x (X)) ' =(X,) ' x X, =1

Perhatikan bahwa:

-1 _
X, x (X)) t=
[000---000--00a] ro o o0 - 0 0 0 .- 0 0 at [100---000---000
000---000---0aa 0 0 0 - 0 0 0 - 0 a' -a! 010---000---000
000-+-000--aaa 0 0 0 - 0 0 0 - at'-al 0 001---000---000
000---00a--aaa 0o 0 0 —at 00 000---100---000
aaa-aaa--aaal X 0o 0 0 - 0 0 0 | = [000:--010---000 :I, dan
aaa--a00---000 0 0 —al-- 0o 0 0 000---001---000
aaa---000---000 0 —atal- 0 0 0 -~ 0 0 0 000---000---100
aa0---000---000 —ala' 0 - 0 0 0 - 0 0 0 000---000---010
La00---000---000] ' 0 0 -~ 0 0 0 - 0 0 0 L000---000---001
(X)) ' x X, =
[ o o 0 - 0 0 0 - 0 0 at] 000---000---00a] [100--- 0007
0 0 0 - 0 0 0 - 0 a' —at 000---000--0aa 010+ 000
0O 0 0 - 0 0 0 - al-at o0 000---000---aaa 001 - 000
0 0 0 - 0 0 a'--—a' 0 0 000---00a--aaa 000--- <000
0 0 0 - —alal-al- 0 0 0 X |aaa-aaa--aaal = [ 000 ~ooo| = 1.
0 0 —a' a0 0 -~ 0 0 0 aaa--a00---000 000--- 000
0 —ata’- 0 0 0 - 0 0 0 aaa---000---000 000---000---100
~ata' 0 - 0 0 0 .- 0 0 0 aa0---000---000 000---000---010
Lat 0 0 -0 0 0 - 0 0 o0 | a00---000---000] L000---000---001]

Dengan demikian, terbukti invers dari matriks centrosymmetric bentuk
khusus X,, adalah (X,,)~!.

b. Dengan menggunakan induksi matematika, akan ditunjukkan agar A menjadi
nilai eigen dari matriks X,,, maka polinomial karakteristiknya haruslah sama
dengan 0, yaitu

A—a)* A +a)"T =0.
Perhatikan bahwa:
misalkan P(n) : (A —a)"% (A+a)"T = 0.
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a. Langkah Basis

Akan ditunjukkan bahwa P(3) bernilai benar.
Untuk n = 3, maka P(3) : (A —a)?>(A+a) = 0.
Pernyataan benar untuk n = 3, karena

det(\I — X3) =0

100 00al]

det | X010 — |aaa =0
001 a00]
A0 —d]

det —aA—a-—a =0
—a 0 A

A —a)?’(\+a)=0.

. Langkah Induksi

Akan ditunjukkan bahwa untuk sebarang bilangan bulat ganjil n = k >
3, jika P(k) bernilai benar, maka P(k + 2) juga bernilai benar.
Asumsikan bahwa P(k) bernilai benar untuk sebarang bilangan bulat
ganjil positif n = k > 3, yaitu

k—1
2

Pk):(A—a) = (A\+a)= =0.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk n = k + 2, maka P(k + 2)
(k+2)+1 (k+§)—1 —0

juga bernilai benar, yaitu p(k +2) : A —a)” 2z (A+a)
Dengan asumsi P(k) benar, maka ruas kiri dari P(k + 2) diperoleh

(k+2)+1 (k+2)—1
2 2

(A —a) (A +a) =<(A—a)%><(x+a)%>(x2—a2)

=0

:O7

kedua ruas dari P(k + 2) sama, maka P(k + 2) bernilai benar. Dengan
demikian, karena langkah basis dan langkah induksi terpenuhi, maka
menurut prinsip induksi matematika terbukti bahwa

n—1

A—a)T (A +a)"T =0.

2. Untuk kasus n = 2m

a. Dengan mengunakan Definisi (2.4), akan ditunjukkan

Xn X (Xn)71 = (Xn)71 X Xn =1

Perhatikan bahwa:



-1 _
Xp % (X,) 1=
[0000---0000 ---000a
0000---000 0 00aa
0000---000 0 Oaaa
0000---000 0 aaaa
0000---
0000---00a a ---aaaa
aaaa---aa0 0 ---0000
aaaa---a000---0000
aaaa---0000 ---0000
aaa0---0000 ---0000
aa00---0000 ---0000
[a000---0000 ---0000
—1 _
(X)) ' x X, =
0o 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 - 0
0 0 0 0 - 0
0 0 0 0 - -ala
0 0 0 —a! al 0
0 0 —a!at 0
0 atal 0 0 0
—alal 0 0 0 0
al 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a !
0 0 0 0 at
0 0 0 a'—a?
0 --—alab 0 0
—at- L0 0 o0
a ! 0 0 0 0
0 0 0 0 0

[0000---
0000---
0000---
0000---

0000---
X 0000---
aaaa--

aaaa

aaaa---
aaal---
aa00---
La000---

000
000
000
000

0 -
0 -
0 -
0 -

0
0
0
0

- 000a]
-+ 00aa
w0aaa
ccaaaa

caaaa
caaaa

1000---
0100---
0010---
0001---

0000---
0000---
0000---
0000 -

0000---
0000---
0000---
0000---
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0000---
0000---
0000---
0000---

1000---
0100---
0010---
0001-

0000---
0000---
0000---
0000---
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0000]
0000
0000
0000

0000
0000
0000
0000

1000
0100
0010
0001]

Dengan demikian, terbukti invers dari matriks centrosymmetric bentuk
khusus X,, adalah (X,,)"!.
Dengan menggunakan induksi matematika, akan ditunjukkan agar A menjadi

nilai eigen dari matriks X,,, maka polinomial karakteristiknya haruslah sama

dengan 0, yaitu

Perhatikan bahwas:
misalkan P(n): (A —a)2(A+a)2

a. Langkah Basis
Akan ditunjukkan bahwa P(4) bernilai benar.

Untuk n = 4, maka P(4) : (A —a)?>(A+a)? = 0.

(A —a)%()\—i—a)%

=0.

=0

Pernyataan benar untuk n = 4, karena

det

det(/\I — X4) =0

1000 000 a]
0100 _ 00aa —0
0010 aa00 o
0001 a000]

A0 0 —d]

0 A —a-—a
det —
¢ —a—a A O

—a 0 0 A

M =262\ +at =0
A—a)?*\+a)*=0

Dengan demikian, P(n) benar untuk n = 4.

=1, dan
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b. Langkah Induksi
Akan ditunjukkan bahwa untuk sebarang bilangan bulat genap n = k >
4, jika P(k) bernilai benar, maka P(k + 2) juga bernilai benar.
Asumsikan bahwa P(k) bernilai benar untuk sebarang bilangan bulat
genap positif n =k > 4, yaitu

P(k):(A—a)*(A+a)® =0.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk = k 4 2, maka P(k + 2)
juga bernilai benar, yaitu P(k +2) : (A — ) ( )7 = 0. Dengan
asumsi P(k) benar, maka ruas kiri dari P(k + 2) diperoleh

k+2

A —a)F(\+a)F = <(>\7a) ><(>\+a) >(Ata2)

=0

:O7

karena kedua ruas dari P(k + 2) sama, maka P(k + 2) bernilai benar.
Dengan demikian, karena langkah basis dan langkah induksi terpenuhi,
maka menurut prinsip induksi matematika terbukti bahwa:

A—a)2(A\+a)? =0. O

4. Kesimpulan

Pada makalah ini, telah diperoleh bentuk umum invers dan nilai eigen dari matriks
centrosymmetric dengan bentuk khusus ordo n X n, n > 3 dalam dua kasus, yaitu
kasus n = 2m + 1 dan kasus n = 2m.
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