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Abstrak. Dalam penelitian ini, didefinisikan suatu pemetaan baru yang diberi nama
pemetaan kontraksi-(¢, F,w) bernilai banyak. Pemetaan tersebut merupakan hasil modi-
fikasi dari definisi pemetaan yang sebelumnya telah dibuktikan oleh Wardowski yaitu
pemetaan kontraksi-(¢, F'). Selanjutnya dibuktikan eksistensi titik tetap dari pemetaan
kontraksi-(¢, F, w) bernilai banyak, dan diperoleh beberapa akibat dari teorema tersebut.

Kata Kunci: Jarak-w, Kontraksi-(¢, F,w), Titik tetap

Abstract. In this research, a new mapping is defined which is called the multivalued
(¢, F,w)-contraction mapping. This mapping is a modification of the (¢, F')-contraction
mapping given by Wardowski. Next, we prove the existence of a fixed point of the
multivalued (¢, F,w)-contraction mapping, and obtain several consequences from the
theorem.

Keywords: w-distance, (¢, F,w)-contraction, fixed points

1. Pendahuluan

Teori titik tetap dalam matematika analisis dikenal sebagai salah satu topik pen-
ting karena aplikasinya yang cukup luas, di antaranya pada persamaan diferensial
dan teori optimasi. Karena penerapannya yang luas, teori titik tetap menjadi topik
penelitian yang berkembang pesat dan terus menarik perhatian untuk diteliti. Pada
tahun 1922 ditemukan prinsip Kontraksi Banach yang menjadi awal mula muncul-
nya teori titik tetap.

Banyak peneliti dari berbagai negara telah mengembangkan teori titik tetap
dengan menggeneralisasi teorema tersebut. Di antaranya, pada 1996, Kada, Suzuki,
dan Takahashi menggunakan konsep jarak-w untuk membuktikan eksistensi titik
tetap dalam ruang metrik [1]. Pada 2014, Piri dan Kumam mengembangkan teori
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titik tetap dalam jenis pemetaan baru yang dinamakan kontraksi-F [2]. Dilan-
jutkan oleh Wardowski yang mengembangkan teorema titik tetap dan dihasilkan
jenis pemetaan baru yang dikenal dengan Kontraksi-(¢, F') [3]. Selanjutnya pada
tahun 2021, Piri, Kumam, dan Zarghami kembali mengembangkan penelitian ten-
tang teorema titik tetap dalam konteks ruang metrik asimetris yang diperluas [4].
Pada tahun yang sama, teori titik tetap juga turut dikaji Ge dan Yang di ruang
metrik yang diperumum [5].

Pemetaan kontraksi-(¢, F') yang diperkenalkan Wardowski [3] telah menarik mi-
nat beberapa peneliti untuk mengembangkannya. Di antaranya, Rossafi dan Kari [6]
mengembangkan teorema titik tetap pada konteks ruang metrik-b rectangular yang
kemudian menghasilkan aplikasi pada penyelesaian persamaan integral non-linear.

Dengan berbagai jenis pemetaan baru yang muncul pada teori titik tetap,
Pasangka juga turut menganalisis teori titik tetap. Dengan menggunakan jarak-w,
Pasangka membuktikan eksistensi titik tetap [7], serta menggunakan pemetaan tipe
Hardy-Roger dan memperoleh beberapa akibat dengan mengganti metrik dengan
jarak-w [8].

Oleh karena itu, dalam penelitian ini, eksistensi titik tetap dibuktikan dengan
memanfaatkan konsep jarak-w dalam konteks ruang metrik lengkap, dengan memo-
difikasi dan mendefinisikan ulang pemetaan kontraksi-(¢, F') kemudian mengaitkan-
nya dengan jarak-w. Dengan demikian, diharapkan dapat dihasilkan aplikasi baru
yang dapat diterapkan dalam menyelesaikan permasalahan matematika lainnya.

2. Landasan Teori

Menurut Kada, Suzuki, dan Takahashi [5], konsep jarak-w didefinisikan sebagai
berikut.

Definisi 2.1. [5] Misalkan terdapat (B,d) suatu ruang metrik, maka yang disebut
sebagai jarak-w pada B adalah pemetaan p : B x B — [0,00) yang memenuhi:

(a) untuk setiap zo, 21,22 € B berlaku p(zo, 22) < p(z0,21) + p(21, 22),

(b) pemetaan p(zp,-) : B — [0,00) merupakan fungsi semikontinu bawah, Vzy €
B

(¢) untuk sebarange > 0 ada 6 > 0 sehingga Vzg, 21,22 € B di mana p(zo,21) <
0 dan p(zo, z2) < 0 berakibat d(z1,22) < €.

7

Berikut adalah beberapa sifat yang relevan terkait dengan konsep jarak-w yang
akan digunakan dalam penelitian ini.

Lema 2.2. [5] Diberikan (B,d) suatu ruang metrik dan p jarak-w pada B. Misalkan
{tn},{un} merupakan barisan di B dan {an},{Bn} C [0,00) konvergen ke 0, dan
20,21, 22 € B, maka VYn,m € N berlaku:

(a) Jika p(tn,z1) < an dan p(ty,z2) < Bn maka z1 = 2o, selanjutnya, jika
p(Z0721) =0 serta p(20722) =0 maka 21 = %9.
(b) Jika p(tn,un) < o serta p(tn, z2) < Bn maka lim, oo u, = 22.

(c) Jika p(tn,tm) < ay, di mana n < m maka {t,} barisan Cauchy.
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(d) Jika p(y,t,) < o, maka {t,} barisan Cauchy.

Untuk selanjutnya, didefinisikan D,(c,T(2)) = inf{p(c,u) : v € T(2)}, § meru-
pakan notasi untuk koleksi dari fungsi ' : Rt — R dan ® adalah koleksi dari fungsi
¢ :]0,00) = [0,00) yang memenuhi

(i) F naik monoton;
(ii) Untuk setiap barisan bilangan positif {x,} berlaku

lim z, =0, jika dan hanya jika lim F(x,) = —oc;
n—oo n—oo

(iii) Untuk setiap o > 0 berlaku lim inf,_, o+ ¢(s) > 0;
(iv) Terdapat j € (0,1) sehingga lim,_,o+ 27 F(z) = 0.

3. Pembahasan
Diberikan definisi kontraksi-(¢, F,w) bernilai banyak dan keberadaan titik tetap

pada pemetaan tersebut yang kemudian akan dibuktikan.

Definisi 3.1. Misalkan (B, d) suatu ruang metrik. Pemetaan T : B — 2B\{0} dise-
but pemetaan kontraksi-(¢, F,w) bernilai banyak jika terdapat p merupakan jarak-w,
F € § dan ¢ € ® sehingga untuk setiap a,b € B dan u € Ta terdapat v € Tb
dengan p(u,v) > 0 dan berlaku:

Flp(u, v)] + ¢(p(a, b)) < Flp(a,b)]. (3.1)

Selanjutnya, pada pemetaan kontraksi-(¢, F,w) bernilai banyak akan dibuktikan
keberadaan titik tetapnya.

Teorema 3.2. Misalkan (B,d) suatu ruang metrik lengkap. Jika pemetaan T :
B — 2P\{0} suatu kontraksi-(¢, F,w) bernilai banyak dan memenuhi Vz € B di
mana z ¢ T'(z) berlaku

inf{p(u, z) + Dp(u,T(u)) : uw € B} >0, (3.2)
maka T memiliki titik tetap.
Bukti. Diambil sebarang zp € B, dan z; € Tz, berdasarkan (3.1) terdapat z €

Tz dengan p(z1, z2) > 0 sehingga F[p(z1, 22)] + ¢(p(z0,21)) < F(p(z0,21)). Proses
dilanjutkan sehingga diperoleh barisan {z,} di mana untuk setiap n € N berlaku:

(a) p(zn,2ns1) >0,
(b) zp € T(zp—1),
(C) F[p(zna Zn+1)] + ¢(p(zn—lv Zn)) < F(p(zn—lv Zn))

Berdasarkan (c¢) diperoleh,
F(p(zna Z7L+1)) < F[p(zna sz+1)] + d)(p(zn—la Zn)) < F(p(zn—la Zn))-
Akibatnya,

F(p(zn:2n+41)) < F(p(2n-1,2n))- (3.3)
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Lebih lanjut, berdasarkan (c) diperoleh

F(d(zn,zn-i-l)) < F(p(zn—lyzn)) - (b(p(zn—lvzn))v (3.4)
< F(P(Zn—z, anl) - ¢(p(zn717 Zn)) - ¢(p(2n,2,zn,1)),

IN

| /\

20721 § ¢ Zuzz-&-l

Karena liminf,,_ o ¢(p(zn_1, zn)) > 0, maka berdasarkan definisi limit, terdapat
ng € N dan A > 0 sedemikian sehingga untuk setiap n > ng, dan (b(p(zn_l, zn)) >
A. Akibatnya untuk setiap n > ng berlaku:

F(p(zn, 2n41)) < F(p(20,21)) Zfb (i, ziy1)) Z o(p(zi, ziy1)),
i=no+1
n

< F(p(z0,21)) Z A,

i=ng+1
= F(p(z0,21)) — (n —no)A.

Dengan mengambil limit n — oo pada pertidaksamaan di atas diperoleh

lim F(p(z, 2n41)) < Jim [F (p(20, 1)) — (n — no) Al (3.5)

n—oQ

artinya, lim, F(p(zn, zn+1)) = —o0. Karena F' € § maka diperoleh

lim p(zn, 2n41) = 0. (3.6)

n—oo

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa {z, },en adalah barisan Cauchy. Berdasarkan
definisi § bagian (iv), terdapat k € (0, 1) sedemikian sehingga:

lim [p(zn,zn+1)]kF(p(zn,zn+1)) =0. (37)

n—o0

Selanjutnya, karenas
F[p(zn, 2n+1)] < F[p(20,21)] — (n — no)A,
maka diperoleh
[p(zns 204)] F [p(zns 201)] < [P0, 2001)] " [p(z0,21)]
—[(n = n0)A] [P(zn, 2011)] "
Akibatnya,
[p(zmzn+1)]kF[p(zmZn+1)] - [P(Zmznﬂ)]kF[P(ZOaZl)]
< —~[(n = n0)A] [p(zns zn41)]" < 0.
Dengan mengambil limit n — oo pada pertidaksamaan di atas, diperoleh

li_>m P(Zn, 2nt1)*(n — ng)A = 0.
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Karena limy, oo P(2n, 2ns1)*(n — ng)A = 0, maka terdapat h € N, sedemikian
sehingga Vn > h berlaku
1
p(zn; 2n41) £ ——— (3.8)
[(n—no)A]*

Selanjutnya, akan ditunjukkan lim, m,—eo P(2n, 2m) = 0.
Perhatikan bahwa Vm,n € N dengan m > n > max{ng, n1}, diperoleh:
P(2n, 2m) < P(2n; 2n41) + (Znt1, Zn2) + (2nt2s 2043) + (20435 2nta)
+ e +p<ZWL7lazm)7

=

i
3

I
I . 1§
¢ 11V

p(zi7 Zi+1)7

<.

IA

p(2is zig1),

@
Il
3

i
8

1

n [(l — no)A] ®
1 1
[(i—ng)A] 3

IN

.
Il

Karena lim,, Z = 0, maka berdasarkan Lemma 2.2 diperoleh

i=n

{zn} barisan Cauchy.
Lebih lanjut,

lim p(zn,2m) =0.

n,Mm—00

Berdasarkan kelengkapan dari (B, d), maka terdapat u € B sedemikian sehingga
lﬁr_r} d(zn,u) = 0.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa u € T'(u).
Diambil sebarang k € N, karena p(zj, -) semikontinu bawah, maka:

p(zn,u) < lim inf p(z,, 2m) < .
m—oo ; [(Z o no)A] %

Diandaikan u ¢ T'(u). Berdasarkan persamaan (3.2), diperoleh
0 < inf{p(z,u) + Dy(2,Tz) : z € X},
< inf{p(zn,w) + Dp(2n,T2n) : n € N},
< inf{p(zn,u) + Dp(2zn, T2py1) :m € N},
1
< inf + :n € N},
S Gt * T e

i—n Z—’I’LO k

<21nf{z TERPRWITS :n € N},
(i — no

k
=0.
Hal ini kontradiksi. Akibatnya, haruslah v € T'(u). |
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Akibat 3.3. Misalkan (B,d) suatu ruang metrik lengkap. Jika pemetaan T : B —
B memenuhi:

a terdapat p merupakan jarak-w, F € § dan ¢ € ® sehingga Ya,b € B dan
u € Ta terdapat v € Tb dengan p(u,v) > 0 dan berlaku F[p(u,v)] +

¢ (p(a,b)) < Fp(a,b)],
b untuk setiap b € B dengan p(b, Tb) > 0 berlaku inf{p(u,b) + p(u,Tu) : u €
B} >0,

maka T memiliki titik tetap.

Akibat 3.4. Misalkan (B, d) ruang metrik lengkap dan misalkan T suatu pemetaan
dari B ke B. Jika terdapat p jarak-w dan memenuhi

(a) untuk setiap a,b € B berlaku:
p(Ta,Tb) > 0= p(Ta,TH) < 61+1:(1avb>p(a’b),

(b) untuk setiap b € B dengan p(b,Tb) > 0 berlaku inf{p(u,b) + p(u, T(u)) :
u € B} >,

maka T memiliki titik tetap.

Bukti. Jika p(Ta,Tb) > 0 maka dapat dikenakan logaritma natural pada kedua
sisi dan diperoleh:

In (p(Ta,Tb)) < 1In [elﬂ'(ivb)p(a,b)} = +In [p(a,b)].

1+ p(a,b)

Sehingga,
F[p(Ta,Tb)] + qb(p(a, b)) < F(p(a,b)),
dengan F(t) = In(t) dan ¢(t) = %th O

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian, diperoleh suatu teorema yang menyatakan bahwa
pemetaan kontraksi-(¢, F,w) bernilai banyak memiliki titik tetap. Untuk men-
jamin eksistensi titik tetap maka ditambahkan suatu syarat yaitu Vz € B berlaku
inf{p(u, z) + Dp(u,T(uw)) : w € B} > 0, di mana z ¢ T'(z).
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