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Abstrak. Penduga titik dari suatu parameter populasi adalah sebuah nilai yang diper-
oleh dari sampel dan digunakan sebagai penduga dari parameter yang nilainya tidak
diketahui. Pada artikel ini, pendugaan titik dengan metode momen dan metode maksi-

mum Likelihood digunakan untuk menentukan penduga titik dari distribusi Beta. Pen-
dugaan parameter distribusi beta dengan metode kemungkinan maksimum dibantu den-
gan metode iterasi numerik, yaitu Newton-Raphson. Penduga yang diharapkan adalah

yang memiliki sifat tak bias, efisien dan konsisten. Simulasi data dilakukan dalam peneli-
tian ini untuk membuktikan ketiga sifat tersebut. Hasil simulasi data menunjukkan
bahwa metode kemungkinan maksimum lebih efisien dibandingkan dengan metode mo-
men dalam menduga parameter distribusi beta.

Kata Kunci : Distribusi Beta, Metode Momen, Metode Kemungkinan Maksimum,
Metode Newton-Raphson

1. Pendahuluan

Statistika Inferensia mencakup semua metode yang berhubungan dengan analisis

sebagian data untuk kemudian melakukan peramalan atau penarikan kesimpulan

mengenai keseluruhan gugus data induknya [3]. Penarikan kesimpulan tersebut da-

pat dilakukan dengan dua hal, yaitu pendugaan parameter dan pengujian hipotesis

mengenai parameter populasi.

Penduga titik dari sebuah parameter populasi adalah sebuah nilai yang diper-

oleh dari sampel dan digunakan sebagai penduga dari parameter yang nilainya tidak

diketahui. Penduga yang diharapkan adalah penduga yang bersifat tak bias yaitu

penduga yang memiliki nilai harapan sama dengan nilai parameter yang sebenarnya.

Selain itu penduga tersebut harus memiliki variansi minimum di antara semua pen-

duga tak bias lainnya.

Distribusi yang dibahas dalam penelitian ini adalah distribusi Beta. Distribusi

Beta adalah salah satu distribusi probabilitas kontinu yang didefinisikan pada in-

terval [0, 1] dan memiliki dua parameter bernilai positif, dilambangkan dengan α

dan β, yang berperan sebagai eksponen variabel acak dan mengontrol bentuk dari

distribusi Beta. Fungsi kepekatan peluang distribusi Beta dapat dinyatakan sebagai

23

Jurnal Matematika UNAND
Vol. 3 No. 2 Hal. 23 – 28

ISSN : 2303–291X



24 Feby Ridiani

berikut.

f(x;α, β) =
1

B(α, β)
xα−1(1− x)β−1 (1.1)

dimana α > 0, β > 0 dan B(α, β) adalah fungsi Beta.

Dalam penelitian ini akan dikaji bagaimana menduga parameter distribusi beta

dengan menggunakan berbagai metode pendugaan dan bagaimana perbandingan

keefisienan penduga tersebut. Dua metode yang akan dikaji pada penelitian ini

adalah metode momen dan metode kemungkinan maksimum.

2. Pendugaan Parameter dengan Metode Momen

Untuk mendapatkan penduga parameter distribusi beta dengan menggunakan

metode momen, diperlukan momen pusat pertama dan kedua baik untuk popu-

lasi maupun sampel dari distribusi beta.

Momen pusat ke-k dari populasi didefinisikan sebagai

µ′k = E(Xk) (2.1)

Momen pusat pertama dari populasi adalah nilai harapan dari peubah acak X

tersebut, yang didefnisikan sebagai berikut.

µ1 = E(X) =
α

α+ β
(2.2)

Selanjutnya momen pusat kedua dari populasi diperoleh sebagai berikut.

µ2 = E(X2) =
α(α+ 1)

(α+ β)(α+ β + 1)
(2.3)

Momen pusat pertama dan kedua dari sampel acak X1, X2, · · · , Xn didefinisikan

sebagai berikut.

m1 =

∑
Xi

n
, (2.4)

m2 =

∑
X2
i

n
(2.5)

Berdasarkan momen pusat populasi dan momen pusat sampel distribusi Beta serta

menyelesaikan persamaan yang diperoleh, penduga untuk parameter α yang diper-

oleh dengan metode momen adalah

α̂ = x̄(
x̄(1− x̄)

S2
− 1) (2.6)

dan penduga untuk parameter β yang diperoleh dengan metode kemungkinan mak-

simum adalah

β̂ = (1− x̄)(
x̄(1− x̄)

S2
− 1) (2.7)
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3. Pendugaan Parameter dengan Metode Kemungkinan

Maksimum

Misalkan X = [X1, X2, · · · , Xn] adalah sampel acak berukuran n yang berasal dari

distribusi Beta. Pendugaan parameter dengan metode kemungkinan maksimum da-

pat dilakukan dengan terlebih dahulu menentukan fungsi kemungkinan dari dis-

tribusi tersebut.

Fungsi kemungkinan dari fungsi kepekatan distribusi Beta adalah

L(α, β|x1, · · · , xn) =
∏

f(xi;α, β) = (
1

B(α, β)
)n
∏

xα−1i (1− xi)β−1 (3.1)

Penduga dari parameter α dan β adalah penduga yang memaksimumkan fungsi

kemungkinan tersebut. Nilai maksimum fungsi tersebut dapat diperoleh dengan

menggunakan logaritma natural dari fungsi kemungkinan tersebut, yang dinyatakan

lnL(α, β|x1, · · · , xn) = ln((
1

B(α, β)
)n
∏

xα−1i (1− xi)β−1) (3.2)

= n ln(Γ(α+ β))− n ln(Γ(α))− n ln(Γ(β)) (3.3)

+(α− 1)
∑

ln(xi) + (β − 1)
∑

ln(1− xi). (3.4)

Fungsi di atas dapat dimaksimumkan dengan mendiferensialkan persamaan fungsi

tersebut terhadap semua parameter yang mengikuti dan disamadengankan dengan

nol.

(1) Bila diturunkan terhadap α dan menyamakannya dengan nol

∂

∂α
lnL(α, β|x1, · · · , xn) = 0, (3.5)

nψ(α+ β)− nψ(α) +
∑

ln(xi) = 0 (3.6)

dimana ψ(.) adalah fungsi digamma.

(2) Bila diturunkan terhadap β dan menyamakannya dengan nol

∂

∂β
lnL(α, β|x1, · · · , xn) = 0, (3.7)

nψ(α+ β)− nψ(β) +
∑

ln(1− xi) = 0 (3.8)

dimana ψ(.) adalah fungsi digamma.

Dalam menentukan dugaan parameter α dan β dari distribusi beta dengan

metode kemungkinan maksimum, tidak diperoleh ekspresi bentuk tertutup untuk

dugaan parameter. Hal ini dapat diatasi dengan menggunakan metode iterasi nu-

merik, yaitu metode Newton-Raphson.

4. Metode Newton-Raphson

Secara umum metode Newton Rapshon dirumuskan sebagai berikut.

xi+1 = xi −
f(xi)

f ′(xi)
(4.1)

Langkah-langkah metode Newton-Raphson untuk menyelesaikan persamaan

fungsi dua variabel adalah sebagai berikut.
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(1) Menentukan tebakan awal x0 dan y0,

(2) Menentukan turunan pertama dan turunan kedua dari z = f(x, y),

(3) Definisikan gt sebagai vektor fungsi yang ingin dicari akar-akarnya, yaitu

~gt =

[
fx
fy

]
(4.2)

dan matriks Gt sebagai matriks Jacobian dari ~gt yaitu

~Gt =

[
fxx fxy
fyx fyy

]
. (4.3)

Selanjutnya, definisikan matriks Hessian Ht yang dirumuskan dengan Ht =

−Gt. Jadi iterasi Newton-Raphson untuk kasus ini adalah[
xt+1

yt+1

]
=

[
xt
yt

]
+H−1t ~gt (4.4)

(4) Iterasi akan berhenti ketika

∥∥∥∥xt+1 − xt
yt+1 − yt

∥∥∥∥ < ε, dimana ε adalah batas galat yang

ditetapkan.

Berdasarkan langkah-langkah di atas, pendugaan parameter distribusi Beta dengan

metode kemungkinan maksimum dan dilanjutkan dengan metode Newton-Raphson

dapat dilakukan dengan suatu iterasi[
α̂t+1

β̂t+1

]
=

[
α̂

β̂

]
+H−1t gt (4.5)

dimana

gt =

[
nψ(α̂t + β̂t − nψ(α̂t) +

∑n
i=1 ln(Xi)

nψ(α̂t + β̂t − nψ(β̂t) +
∑n
i=1 ln(Xi)

]
(4.6)

dan

Ht =

[
−nψ1(α̂t + β̂t) + nψ1(α̂t) −nψ1(α̂t + β̂t)

ψ1(α̂t + β̂t) −nψ1(α̂t + β̂t) + nψ1(β̂t)

]
(4.7)

dengan nilai dugaan awal α0 = α̂ dan β0 = β̂.

Iterasi akan berhenti jika

∥∥∥∥xt+1 − xt
yt+1 − yt

∥∥∥∥ < ε, dimana ε adalah suatu batas yang dite-

tapkan.

5. Evaluasi Sifat-sifat Penduga

Penduga yang baik adalah penduga yang memiliki sifat tak bias, efisien dan kon-

sisten. Dalam simulasi ini akan dibandingkan nilai harapan, variansi dan Mean

Square Error (MSE) dari dugaan yang dipeoleh antara metode momen dan metode

kemungkinan maksimum untuk menunjukkan apakah penduga yang didapatkan

dengan metode momen dan metode kemungkinan maksimum merupakan penduga

yang bersifat tak bias, efisien dan konsisten. Sampel data yang digunakan yaitu
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Gambar 1. Nilai Dugaan Parameter dengan Metode Momen dan Metode Kemungkinan Maksimum
(MLE) dengan α = 1, 3 dan β = 4, 5

Gambar 2. Nilai Dugaan Parameter dengan Metode Momen dan Metode Kemungkinan Maksimum
(MLE) dengan α = 6 dan β = 6

n = 30, 50, 100, 500 dengan nilai parameter berturut-turut dan dengan pengulang-

an dilakukan sebanyak 100 kali. Batas galat yang digunakan pada metode Newton-

Raphson adalah ε = 10−12.
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Berdasarkan kecenderungan hasil simulasi data sehingga untuk n → ∞ da-

pat disimpulkan bahwa penduga parameter distribusi beta yang diperoleh dengan

metode momen dan metode kemungkinan maksimum bersifat cenderung konsis-

ten. Ketakbiasan dari penduga parameter distribusi beta tidak dapat diketahui

karena tidak dapat dibuktikan secara analitik. Jika dibandingkan keefesienan kedua

penduga, diperoleh bahwa pendugaan parameter distribusi beta dengan metode

kemungkinan maksimum lebih efisien dibandingkan dengan pendugaan parameter

dengan metode momen karena nilai MSE yang diperoleh untuk metode kemungkin-

an maksimum lebih kecil dibandingkan dengan MSE pada metode momen.
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