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Abstrak. Misalkan G = (V, E) adalah graf sederhana dan terhubung. Untuk suatu
himpunan R = {r1,72, - ,7t} C V dan v € V, representasi titik v terhadap R adalah
vektor r(v|R) = (d(v,r1),d(v,r2), -+ ,d(v,rg)), dimana d(v,r) menyatakan jarak titik
v dan titik . Himpunan R disebut himpunan pembeda dari G jika semua titik di G
memiliki representasi unik terhadap R. Himpunan D disebut himpunan dominasi dari G
jika setiap titik di G\ D bertetangga dengan suatu titik v € D. Suatu himpunan domi-
nasi dan juga merupakan himpunan pembeda disebut himpunan dominasi-lokasi-metrik
dari G. Kardinalitas dari himpunan dominasi-lokasi-metrik minimum dari G disebut
bilangan dominasi-lokasi-metrik dari G. Semua graf orde n dengan bilangan dominasi-
lokasi-metrik 1, 2, n — 2 dan n — 3 telah ditentukan secara lengkap. Dalam tulisan ini,
ditentukan karakterisasi semua pohon dengan bilangan dominasi-lokasi-metrik 3 dan se-
cara khusus dibuktikan bahwa tidak ada pohon dengan bilangan dominasi-lokasi-metrik
sama dengan dimensi metriknya.

Kata Kunci: Himpunan dominasi, himpunan pembeda, himpunan dominasi-lokasi-

metrik

Abstract. Let G be a simple and connected graph. For subset R = {r1,r2, -+ , 7} C
V and v € V, the representation of v with respect to R is the vector r(v|R) =
(d(v,r1),d(v,72), -+ ,d(v,7K)), where d(v,r) is the distance between v and r. Subset

R is called the resolving set of G if the representation of all vertices in G with respect
to R is unique. Subset D C is called a dominating set of G if every vertex in G — D 1is
adjacent to some v € D. A dominating set and also resolving set are called the metric-
locating-dominating set of G. Cardinality of a minimum metric-locating-dominating set
of G is called a metric-location-domination number of G. All graphs order n with metric-
location-domination number 1, 2, n — 2 and n — 3 has been completely determined. In
this paper, we characterize all trees with metric-location-domination number 3. In par-
ticular, we prove that no tree with a metric-location-domination-number equal to the
metric dimension exists.

Keywords: Dominating set, resolving set, dominating-locating-metric set
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1. Pendahuluan

Konsep bilangan dominasi-lokasi-metrik suatu graf terhubung diperkenalkan per-
tama kali oleh Brigham dkk. [1]. Konsep ini merupakan gabungan konsep bilangan
dominasi dan dimensi metrik, yakni suatu kajian untuk mencari suatu himpunan
yang merupakan himpunan dominasi dan juga merupakan himpunan pembeda. Un-
tuk sebarang graf G dengan orde n, hubungan antara bilangan dominasi v(G),
dimensi metrik 8(G), dan bilangan dominasi-lokasi-metrik y,;(G) diberikan oleh:

max{7(G), 8(G)} < ym(G) < min{y(G) + B(G),n — 1}.

Hasil ini sekaligus memberikan batas bawah dan batas atas yang ketat dari bilangan
dominasi-lokasi-metrik suatu graf.

Meskipun telah diketahui batas bawah dan batas atas bilangan dominasi-lokasi-
metrik sebarang graf, namun penentuan bilangan dominasi-lokasi-metrik suatu graf
adalah suatu permasalahan yang belum mempunyai algoritma yang efisien. Hal
ini disebabkan oleh beragamnya struktur graf. Oleh karena itu, kajian bilangan
dominasi-lokasi-metrik dilakukan dengan membatasi pada keluarga graf tertentu
atau dengan mengkarakterisasi graf dengan bilangan dominasi-lokasi-metrik ter-
tentu. Untuk beberapa kelas graf, bilangan dominasi-lokasi-metrik telah ditentukan,
seperti pada [2], [3], [4], dan [5].

Bilangan dominasi-lokasi-metrik dari pohon telah dibuktikan oleh [6]. Untuk
menentukan bilangan dominasi-lokasi-metrik sebarang pohon, parameter yang men-
jadi penentu adalah titik dominasi, titik pendukung, dan titik pendan dari pohon
tersebut. Kemudian dengan metode berbeda, pada [7] ditentukan kembali bilangan
dominasi-lokasi-metrik dari sebarang pohon 7', yaitu parameter bilangan dominasi,
dimensi metrik dan banyak daun dari T'.

Selanjutnya, Henning dan Oellermann [6] mengkarakterisasi semua graf dengan
bilangan dominasi-lokasi-metrik n — 2 atau n — 1. Selain itu, bilangan dominasi-
lokasi-metrik dari pohon T yang mencapai batas bawah vy (T) = v(T) telah dapat
dikarakterisasi, yaitu ypr(T) = y(7T) jika dan hanya jika T tidak memuat titik pen-
dukung kuat (yaitu titik yang bertetangga dengan sedikitnya dua titik berderajat
satu).

Dalam [8], Gonzalez dkk. melengkapi hasil yang telah diperoleh Henning dan
Oellermann [6]. Hasil utama yang diperoleh adalah karakterisasi semua pohon
dengan bilangan dominasi-lokasi-metrik mencapai batas atas, yaitu pohon 7" dengan
Y (T) = (T) + B(T). Hasil-hasil tersebut memberikan syarat cukup dan syarat
perlu untuk struktur pohon dengan kondisi bilangan dominasi-lokasi metrik menca-
pai batas atas. Selanjutnya, Céceres dan Pelayo [9] memperluas hasil tersebut dan
memperumum untuk sebarang graf terhubung. Batas bawah bilangan dominasi-
lokasi-metrik dari graf G diperoleh melalui pendeteksian banyaknya titik pendan
¢(G@) dan keberadaan himpunan titik pendukung S(G) dari G sehingga diperoleh

1 (G) = 7(G) + 4(G) = |S(G)].

Sejauh ini telah diperoleh graf dengan bilangan dominasi-lokasi-metrik 1 dan
bilangan dominasi-lokasi-metrik 2. Graf dengan bilangan dominasi-lokasi-metrik 1
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merupakan kondisi trivial yaitu graf lintasan P; dan P,. Selanjutnya, Zulfaneti [10]
memperoleh sebanyak 51 graf dengan bilangan dominasi-lokasi-metrik 2.

Dalam tulisan ini dipaparkan semua pohon dengan bilangan dominasi-lokasi-
metrik 3, dan kemudian dibahas bahwa tidak ada pohon dengan bilangan dominasi-
lokasi-metrik yang bernilai sama dengan dimensi metrik graf pohon tersebut.

2. Landasan Teori

Misalkan G = (V,E)) adalah graf sederhana dan terhubung. Suatu himpunan
D C V disebut himpunan dominasi dari G jika untuk setiap u € V \ D berte-
tangga dengan suatu titik d € D. Bilangan dominasi dari G adalah kardinalitas
dari himpunan dominasi minimum dari G, dinotasikan dengan ~(G). Suatu him-
punan R = {ry,---,r,} € V dan v € V, representasi titik v terhadap R adalah
suatu vektor (d(v,r1),d(v,r2),---,d(v,7p)), di mana d(z,y) adalah jarak antara
titik = dan y di G. Suatu himpunan R disebut himpunan pembeda dari G jika
setiap titik dari G memiliki representasi unik terhadap R. Dimensi metrik dari G,
dinotasikan sebagai 5(G), adalah kardinalitas dari himpunan pembeda minimum
dari G.

Banyak titik dan sisi dari G secara berturut-turut disebut orde dan ukuran dari
G. Dua titik u dan v di G dikatakan bertetangga, ditulis u ~ v, jika e = uv € E(QG).
Selanjutnya, jika e = uv € E(G) maka titik v dan v di G dikatakan terkait dengan
sisi e, dan titik v dan v dinamakan titik ujung dari sisi e. Banyak sisi yang terkait
pada suatu titik v disebut derajat dari v, ditulis d(v).

Suatu titik berderajat 1 disebut titik pendan. Titik u dari suatu graf G disebut
titik pendukung dari G jika titik u tersebut bertetangga dengan suatu titik pendan,
dan disebut titik pendukung kuat jika bertetangga dengan sedikitnya dua titik
pendan.

Jika pada beberapa sisi graf G disisipkan beberapa titik untuk membangun
graf baru G, maka G’ dinamakan suatu subdivisi dari G. Graf bintang, Ki,
n > 2, adalah graf yang terdiri dari n titik pendan yang bertetangga ke suatu
titik bukan titik pendan. Misalkan diberikan graf bintang K ,, berorde n + 1. Graf
Ki n(k;m1, ma, -+, my) adalah graf yang diperoleh dengan mensubdivisi graf
K, pada k sisi masing-masing sebanyak my, maq, -, my titik, m; # 0. Sebagai
contoh, K 3(1;4) adalah graf hasil subdivisi K; 3 pada 1 sisi sebanyak 4 titik, dan
K13(3;1,2,3) adalah graf hasil subdivisi K; 4 pada 3 sisi berturut-turut sebanyak
1, 2, dan 3 titik, seperti pada Gambar 1.

Untuk suatu pohon, mengacu pada istilah yang digunakan oleh Slater [11], di-
gunakan istilah-istilah berikut ini. Misalkan v adalah suatu titik di pohon 7'. Suatu
cabang di titik v dari pohon T adalah subpohon maksimal yang memuat v sebagai
titik ujung. Suatu cabang di v yang berupa lintasan disebut lintasan cabang jika
dan hanya jika d(v) > 3. Titik v disebut stem dari lintasan cabang di v. Semua
lintasan cabang di v disebut daun dengan stem wv.

Dimensi metrik dari sebarang graf pohon T telah diperoleh. Definisikan titik
v € V(T) dengan d(v) > 3 sebagai titik mayor. Titik pendan u dari T' disebut titik
terminal dari suatu titik mayor v dari T, jika d(u,v) < d(u,w) untuk setiap titik
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K1,3(1;4) K174(3;173a2)

Gambar 1. Contoh graf hasil subdivisi dari graf bintang K1 »

mayor w dari T. Derajat terminal ter(v) dari titik mayor v adalah banyaknya titik
terminal dari v. Suatu titik mayor v dari 7" adalah titik mayor eksterior dari T jika
derajat terminalnya positif. Misalkan o(T") dan ex(T") berturut-turut menyatakan
banyaknya semua derajat terminal dari semua titik mayor dari 7' dan banyaknya
titik mayor eksterior dari 7T'.

Teorema 2.1. [11] Jika T adalah pohon bukan lintasan, maka B(T) = o(T) —
ex(T).

Untuk graf lintasan, Zulfaneti dan Baskoro [12] telah menentukan bilangan
dominasi-lokasi-metrik dari graf k-lintasan. Secara khusus, jika k = 1, maka graf
tersebut adalah graf lintasan P, orde n. Hal tersebut diberikan pada Teorema 2.2
berikut.

Teorema 2.2. [12]

1 jikan=1,2,
’Y]\[(Pn) - 2 ]Zka n = 37
(2] jikan > 4.

Henning dan Oelermann [6] telah mengkarakterisasi semua pohon dengan
bilangan dominasi-lokasi metrik mencapai batas bawah dan kemundian meru-
muskan bilangan dominasi-lokasi-metrik dari sebarang pohon, yang diberikan pada
Teorema 2.3 dan Teorema 2.4 berikut:

Teorema 2.3. [6] Suatu pohon T tidak memiliki titik pendukung kuat jika dan
hanya jika var (T) = y(T).

Teorema 2.4. [6] Untuk sebarang pohon T, vy (T) = v(T) + ¢/(T) — |S(T), di
mana y(T), S(T) dan ¢'(T) berturut-turut menyatakan bilangan dominasi, him-
punan titik pendukung kuat, dan banyaknya titik pendan yang bertetangga dengan
titik pendukung kuat dari T .

Hasil pada Teorema 2.4 disajikan kembali pada Teorema 2.5 dengan meng-
gunakan metode berbeda. Misalkan pohon T adalah suatu pohon dengan semua
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daun L, Ls,---,L,, dan [; menyatakan banyaknya lintasan cabang dengan pan-
jang minimal 2 pada L;, dan X adalah himpunan titik stem yang tidak mempunyai
lintasan cabang dengan panjang 1.

Teorema 2.5. [7] Untuk sebarang pohon T, diperoleh bahwa:
Ym(T) =~(T) + B(T) — k,

di mana y(T) dan S(T) berturut-turut menyatakan bilangan dominasi dan dimensi
metrik dari T, dan k=1, + 1o +--- + 1, — |X].

3. Hasil Utama

Pada bagian ini dikarakterisasi pohon dengan bilangan dominasi-lokasi-metrik 3.
Selanjutnya dibuktikan bahwa tidak ada pohon dengan bilangan dominasi-lokasi-
metrik yang sama dengan dimensi metriknya.

Lema 3.1. Pada sebarang graf terhubung G dengan orde minimal 3 dan titik pen-
dan sebanyak £(G), berlaku vy (G) > £(G).

Bukti. Misalkan G memiliki titik pendan sebanyak ¢(G). Andaikan S adalah him-
punan dominasi-lokasi-metrik dari G dengan |S| = ¢(G) — 1.

Kasus 1. Semua anggota S adalah titik pendan. Karena G memiliki titik pen-
dan sebanyak ¢(G), terdapat satu titik pendan u yang tidak berada di S. Ini
berarti terdapat titik pendan u dan titik stem v, dimana u ~ v. Akibatnya
d(u,S) = d(u,v) + d(v,S) > 1. Kontradiksi dengan S adalah suatu himpunan
dominasi dari G.

Kasus 2. S memuat titik yang bukan titik pendan. Dengan demikian terdapat dua
titik pendan w dan v yang tidak berada di S yang memenuhi:

(i) u ~ w dan v ~ w, dengan w € S(G), dimana S(G) adalah himpunan titik
pendukung dari G.

(ii) w ~ w dan v ~ z, dengan w # z, w, z € S(G), dimana S(G) adalah himpunan
titik pendukung dari G.

Akibatnya, jika (i) terjadi maka r(u|S) = r(v|S), kontradiksi dengan S yang
merupakan suatu himpunan pembeda dari G. Jika (ii) terjadi maka d(u,S) =
d(u,w) + d(w,S) > 1 atau d(v,z) = d(v,z) + d(z,S) > 1, kontradiksi dengan
S yang merupakan suatu himpunan dominasi dari G. O

Lema 3.2. Semua pohon dengan banyaknya titik pendan 3 adalah K 3 atau sub-
divisi dari K, 3.

Bukti. Misalkan T' adalah pohon dengan banyaknya titik pendan 3. Andaikan T'
bukan K 3 atau bukan subdivisi dari K 3. Terdapat empat kemungkinan, yaitu:

(i) T Ky, n#3.

(11) T= Kl,n(k;m1;m27 T 7mk})a n ;é 37 k > 1.
(iii) 7% Ky, n > 1.
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(IV) T % Kl,n(k;m17m27 U 7mk:)7 n 2 17 k Z 1.

Jika (i) atau (ii) terjadi maka jelas T' memiliki titik pendan tidak sama dengan 3.
Jika (iii) atau (iv) terjadi maka T' mempunyai titik stem lebih dari 1, akibatnya T'
mempunyai lintasan cabang minimal 4, ini berarti T" memiliki titik pendan lebih
dari 3. Ini kontradiksi dengan 7" adalah pohon dengan titik pendan sebanyak 3. O

Semua subdivisi dari K; 3 dengan bilangan dominasi-lokasi-metrik 3 diberikan
pada Gambar 2.

e e e

Ki3(1;1) Ki.3(1;2) K13(1;3)

Yo e Yo

K15(2:1,1) K13(2:1,2) K15(2;1,3)

S Ny

K13(2;2,2) K13(2;2,3)

: K15(3;1,1,1)

K1,3(2;3,3)

K1,3(3; 1a 17 2)

K1,3(3; 17 2a 2)

Gambar 2. Graf K1 3(2; k1, k2) untuk ki1, k2 = 1,2,3 dan K1 ,3(3;1, k1, k2) untuk ki, ke =1, 2.
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Lema 3.3.

(a) ym(K13) = 3.
() vm (K 3(k;my,ma, -+ ,my)) =3 untuk k=1,2 dan m; =1,2,3, i € [1,k].
(c) vm(K1,3(3;1,mq,me)) = 3 untuk my, mg = 1,2.

Bukti.

(a) Pandang graf K 3. Perhatikan bahwa K, 3 memiliki (K 3) = 1, memiliki 1
titik pendukung kuat dan 3 titik pendan yang bertetangga dengan titik pen-
dukung kuat. Berdasarkan Teorema 2.4 diperoleh v/ (K13) =14+3—1=3.

(b) Pandang graf Kj s(k;my, ma, -+ ,my), k=1,2dan m; = 1,2,3, 4 € [1,k].
Untuk k& = 1, perhatikan bahwa K 3(k;my, ma, - ,my) memiliki 1 titik pen-
dukung kuat dan 2 titik pendan yang bertetangga dengan titik pendukung
kuat. Selanjutnya, jelas bahwa (K 3(1;m1)) = 2, my = 1,2, 3. Berdasarkan
Teorema 2.4 diperoleh var (K7 3(k;mi,ma, -+ ,mg)) =2+2—-1=3.

Untuk k = 2, perhatikan bahwa K 3(k;mq,mg, -+ ,my) tidak memiliki titik
pendukung kuat dan v(Kj 3(1;mq,me)) = 3, m1 = 1,2,3. Berdasarkan Teo-
rema 2.3 diperoleh v (K7 3(k;ma, ma, -+ ,my)) = 3.

(c) Pandang graf Kj 3(3;1,mq,msg), perhatikan bahwa Kj 3(3;1,mq,m2) tidak
memiliki titik pendukung kuat dan v(K7 3(3; 1, m1,msa)) = 3. Berdasarkan Teo-
rema 2.3 diperoleh v (K7 2(3; my,ma)) = 3. O

Teorema 3.4 berikut ini menyatakan semua pohon 7' dengan bilangan dominasi-
lokasi-metrik 3.

Teorema 3.4. Misalkan T adalah pohon. Diperoleh yp (T) = 3 jika dan hanya jika
T adalah salah satu dari graf berikut ini:

(1) T = P,, untukn =17,8,9,

(2) T = K3,

(3) T = Ky 3(k;my,ma, - ,mg) untuk k=1,2 dan m; = 1,2,3, i € [1,k].
(4) T = K; 3(3;1,mq1, mg) untuk my, mg =1,2.

Bukti. Misalkan T adalah suatu pohon. Jika T = P,, untuk n = 7,8,9,
maka berdasarkan Teorema 2.2 diperoleh v (T) = 3. Jika T = K;3 atau
T = Kis(k;mi,mo, -+ ,my) untuk k¥ = 1,2 dan m; = 1,2,--- ,k, atau T =
K1 3(3;1,mq, mg) untuk mq, me = 1,2, berdasarkan Lema 3.3 diperoleh vy, (T') = 3.

Selanjutnya dibuktikan arah sebaliknya. Misalkan s (T) = 3. Andaikan 7' mem-
punyai titik pendan lebih dari 3. Maka berdasarkan Lema 3.1 diperoleh vy, (T) > 3,
kontradiksi dengan vy, (7) = 3. Jadi T’ mempunyai titik pendan maksimal 3. Kemu-
dian, karena T adalah pohon, T" memiliki titik pendan minimal 2. Dengan demikian
titik pendan dari T adalah sebanyak 2 atau 3.

Jika titik pendan T sebanyak 2 maka T = P,,. Berdasarkan Teorema 2.2 dike-
tahui v/ (P,) = [%]. Dengan demikian, yas(P,) = [%] = 3 hanya dipenuhi oleh
n=717,89 JadiT = P, dengan n =7,8,9.
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Jika titik pendan dari T sebanyak 3 maka berdasarkan Lema 3.2, T adalah
K 3 atau subdivisi dari K 3. Perhatikan bahwa K; 3 dan subdivisi dari K3
memiliki satu titik mayor ekterior dan total derajat terminal dari titik mayor
eksterior tersebut adalah 3. Berdasarkan Teorema 2.1 maka diperoleh 3(T) = 2.
Karena max {y(T),8(T)} < vym(T) < B(T) + v(T), terdapat tiga kemungkinan
dari bilangan dominasi dari 7T'.
Kasus 1 v(T) = 1.
Ini terjadi jika 7" mempunyai suatu titik berderajat penuh dan karena 7" memiliki
tiga titik pendan, diperoleh T = Kj 3.
Kasus 2. v(T) = 2.
Ini terjadi jika ada himpunan dominasi minimum D dari T dengan kardinalitas 2.
Misalkan D = {v1,v2}. Pandang ketetanggaan dari v; dan ws, jika v1 ~ vy dan
dengan memperhatikan bahwa 7' memiliki tiga titik pendan maka T' = Kj 3(1;1).
Jika v; # v maka 2 < d(vi,ve) < 3, untuk d(vi,ve) = 2 diperoleh T =
K13(1;2) dan untuk d(vi,ve) = 3 diperoleh T" = K; 5(1;3). Dengan demikian,
T=Ki3(l;mi), m=1,2,3.
Kasus 3. v(T) = 3.
Ini terjadi jika ada himpunan dominasi minimum D dari T dengan kardinali-
tas 3. Misalkan D = {v1,v9,v3}. Pandang ketetanggaan dari vy,vy dan vs. Per-
hatikan bahwa T adalah pohon, akibatnya T'[{v1,vs,vs}] tidak membentuk klik.
Selanjutnya, karena D = {wv;.v9,v3} adalah himpunan dominasi minimum dari
T, untuk setiap v; € D terdapat v; € D sedemikian sehingga d(v;,v;) < 3.
Jika terdapat d(v;,v;) = 1 maka diperoleh T' = K 3(2;1,1),T = K;3(1,2) dan
T = K13(2;1,3). Jika tidak ada d(v;, vj) = 1 maka diperoleh T' = K 3(2;2,2),T =
K1’3(2; 27 3),T = K1’3(2; 3, 3),T = K1’3(3; 1, ]., 1) dan T = K1,3(3; ]., ].7 2) Dengan
demikian, T = K 3(2;my,ma), mi,me = 1,2,3 atau T = K 3(3;1,m1,ma),
mi,mo = 1,2. O

Teorema 3.5. Tidak ada pohon T dengan orde n > 3 yang memenuhi v (T) =
B(T).

Bukti. Andaikan terdapat pohon T dengan ~p(T) = B(T). Dari Teorema 2.5,
diperoleh (T) = k, dimana k = |D N R| dimana D dan R berturut-turut adalah
himpunan dominasi dan himpunan pembeda minimum dari 7. Akibatnya D C
R. Jika T mempunyai titik pendukung kuat w, maka v € D tetapi v ¢ R. Hal
ini kontradiksi dengan D C R. Jika T tidak mempunyai titik pendukung kuat,
maka setiap stem dari T' mempunyai paling banyak satu lintasan cabang dengan
panjang 1. Perhatikan bahwa salah satu titik dari {a,b} dengan d(a) =1dana ~ b
termuat pada setiap himpunan dominasi minimum dari 7. Akan tetapi terdapat
satu lintasan cabang dari setiap stem dari T" dengan semua titik tidak berada di
himpunan pembeda minimum dari 7. Dengan demikian terdapat u € D tetapi
u ¢ R. Hal ini kontradiksi dengan D C R. O
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