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Abstract. Let G be an edge-colored graph, where adjacent edges may have the same
color. A uw— v path in G is a rainbow u — v path if no two edges of the u — v path
are colored the same. The graph G is called rainbow-connected if G contains a rainbow
u — v path for every two vertices u and v of G. The rainbow connection number of a
rainbow-connected G is the minimum number of colors in G. A rainbow u — v path is
called a rainbow u—v geodesic if it is a rainbow u—v path of length equal to the distance
from vertex u to v. The graph G is strongly rainbow-connected if G contains a rainbow
u—v geodesic for every two vertices u and v of G. The minimum number of colors of the
edges of G such that G is strongly rainbow-connected is the strong rainbow connection
number. In this paper, we discuss the (strong) rainbow connection number of the corona
product of a path and a complete graph.
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1. Pendahuluan

Semua graf yang dibahas pada paper ini adalah graf yang tidak memuat loop dan sisi
ganda. Terlepas dari teori pewarnaan sisi pada graf yang mensyaratkan bahwa sisi
yang bertetangga harus mendapatkan warna yang berbeda, topik tentang lintasan
pelangi pada graf membebaskan dari aturan tersebut. Permasalahan terkait lintasan
pelangi diperkenalkan oleh Chartrand et al. [1] pada tahun 2008. Misalkan G adalah
graf terhubung tak-trivial dan sederhana. Pewarnaan pelangi pada G didefinisikan
sebagai fungsi ¢ : E(G) — {1,2,--- ,p} dengan {1,2,--- ,p} merupakan himpunan
p warna untuk suatu bilangan bulat p. Lintasan dari titik v ke v di G dinamakan
lintasan pelangi v — v jika tidak ada dua sisi di lintasan v — v memiliki warna yang
sama. Graf G dikatakan terhubung-pelangi jika G memuat lintasan pelangi u — v
untuk setiap dua titik u dan v di G. Minimum warna pada graf terhubung-pelangi
G disebut bilangan terhubung-pelangi, dinotasikan rc(G) [1].
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Lintasan pelangi u — v geodesic adalah lintasan pelangi dengan panjang d(u,v).
Jarak dari titik u ke v, dinotasikan d(u,v), adalah panjang lintasan terpendek dari
u ke v [2]. Graf G disebut terhubung-pelangi kuat jika G memuat lintasan pelangi
u — v geodesic untuk setiap dua titik v dan v di G. Minimum warna pada graf
terhubung-pelangi kuat G dinamakan bilangan terhubung-pelangi kuat, dinotasikan
sre(G) [1]. Untuk setiap graf terhubung G, berlaku r¢(G) < sre(G) [1].

Chartrand et al. [1] membuktikan bahwa src(G) = 1 jika dan hanya jika G
adalah graf lengkap K, rc(G) = 2 jika dan hanya jika src¢(G) = 2, rc¢(G) =
|E(G)] jika dan hanya jika G adalah pohon, re(Cy) = sre(Ch) = [n/2], re(W3) =
1, re(W,) = 2 untuk 4 < n < 6, dan re(W,,) = 3 untuk n > 7, src(W,) =
[n/3]. Estetikasari dan Sy [3] menunjukkan bahwa rc(Sy,) = [n/2] +n, re(Fz) =1,
re(F,) = 2 untuk 3 < n < 6, dan re(F,) = 3 untuk n > 7. Asmara et al. [4]
memperoleh bilangan terhubung-pelangi (kuat) dari graf Jahangir Js ,,, untuk 2 <
m < 8, yang kemudian Welyyanti et al. [5] memberikan batas atas yang lebih kecil
untuk Jo 7 dan Jo 5. Beberapa kelas graf yang juga telah dikaji bilangan terhubung-
pelanginya, antara lain: graf buku segiempat B,, [6], graf kipas F,, [6], graf tribun
%, 6], graf Buckminsterfullerene [7], graf kubik C), 2 2n,2n,n (8], graf berlian [9],
graf (3K ~ Wg,v) [10], graf tangga segitiga yang diperumum [11], graf dengan
konektivitas 3 [12], amalgamasi graf lengkap dengan graf roda [13], graf P, x Kj o
dan P; x C,, [14].

Bilangan terhubung-pelangi (kuat) pada beberapa kelas graf hasil operasi korona
juga telah dikaji, diantaranya graf hasil operasi corona dua lintasan P,, ® P, dan
dua lingkaran C,, ® C,, oleh Maulani et al. [15]. Jagannatharao dan Murali [16]
menunjukkan bahwa rc¢(P,0K,,) = src(P,©K,) = 2n—1 untuk n > 2. Selanjutnya,
Septyanto [17] membuktikan bahwa rc¢(P, ® P;) = n + 2 untuk n > 3, re(K, ©
Kp,) = sre(K, © K,;,) = 3 untuk n € {2,3}, sedangkan untuk n > 4 dan m > 2,
re(K, © Kp,) =4 dan sre(K, © K,,) = n. Adapun operasi korona dari graf G dan
H, dinotasikan G ® H, didefinisikan sebagai graf yang dibentuk dengan mengambil
satu salinan dari G dan |V (G)| salinan dari graf H serta menghubungkan titik ke-i
dari G ke setiap titik di H; untuk ¢ =1,2,--- | |[V(G)]| [18].

FEksentrisitas titik v pada graf G, dinotasikan dengan e(v), adalah jarak terjauh
dari v ke setiap titik di G, yaitu e(v) = max{d(u,v) : Yu € V(G)}. Diameter dari
graf G, dinotasikan diam(G), adalah eksentrisitas maksimum dari setiap titik di
G, yaitu diam(G) = max{e(v) : v € V(G)}. Diameter graf P, ® K,, adalah n + 1
(lihat Gambar 1). Lema berikut merupakan hubungan diameter suatu graf dengan
bilangan terhubung-pelangi dan bilangan terhubung-pelangi kuat.

Lema 1.1. [1] Jika G adalah graf terhubung non-trivial dengan m sisi, maka

diam(G) < rc(G) < sre(G) < m.

Pada paper Jagannatharao dan Murali [16], graf korona dari graf lintasan P,
dan graf lengkap K, yang dikaji bilangan terhubung-pelanginya masih terbatas
ketika kedua graf mempunyai order yang sama. Oleh karena itu, peneliti tertarik
untuk mengkajinya ketika order kedua graf tidak sama. Secara khusus, pada paper
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ini dibahas bilangan terhubung-pelangi dari graf hasil operasi korona graf lintasan
P, dan graf lengkap K,, untuk m < 5 dan bilangan terhubung-pelangi kuat dari
P, ® K,, untuk setiap bilangan bulat n > 2 dan m > 1.

2. Bilangan terhubung-pelangi graf P,, ® K,,

Misalkan himpunan titik dari graf P, © Ky, V(P O Ky) = {v; | 1 <@ <n}U{uw;; |
1 <i<n,1<j<m}danhimpunan sisi dari graf P, 0 K,,, E(P,0K,;) = {v;vi11 |
1<i<n—1}U{ujup |1<i<n1<j<m1<k<m,j<k}U{vju;|1l<
i <mn,1 < j<m}. Sebagai ilustrasi, penotasian titik graf P, ® K,, diberikan pada
Gambar 1.

Uyfs
uy SUim Up
L
;
S 5
vy ERN 3 CAREN Un
\\ ~ ~
\ N
Uy Uzm Uy 5.mYn—1,1 7 Up_m
U3 Us 3 n1,
Uzz Us,2 Un-12

Gambar. 1. Penotasian titik graf P, ©® K,

Pada bagian ini, diberikan bilangan terhubung-pelangi dari graf P,, ® K,,, untuk
2<m <5,

Akibat 2.1. Untuk setiap bilangan bulat n > 2, batas bawah bilangan terhubung-
pelangi dari graf re(Pn, © Kp,) adalah

re(Pp, © Ky) >n+ 1.
Bukti. Menurut Lema 1.1 diperoleh rc¢(P, ® K,,) > diam(P,, ©® K,,) =n+1. O

Lema 2.2. Untuk setiap n > 3, bilangan terhubung-pelangi dari graf P, ® Ko adalah
re(Pp, © Ka) =n+ 2.

Bukti. Pertama akan dibuktikan bahwa re(P, © K3) > n+2. Misalkan graf P, ® Ko
mempunyai n + 1 warna, maka lintasan-lintasan dengan panjang n + 1, mempunyai
n+ 1 warna ini. Perhatikan lintasan uq 1 — u, 1 (lihat Gambar 2) yang mempunyai
panjang n+1 dan sisi uy—1,1v,—1. Jelas sisi ini mempunyai warna yang sama dengan
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salah satu sisi pada lintasan u; ;1 — uy, 1. Akibatnya lintasan w1 — un—1,1 dengan
panjang n atau lintasan w,_1,1 — uy,,1 dengan panjang 3 bukan lintasan pelangi.
Oleh karena itu, graf P, ® Ky harus mempunyai lebih dari n + 1 warna. Dengan
demikian re(P, © Ka) > n + 2.

Uy U2 Uz, U3z Up-1,1 Up—1,2

v ) R Vs
Uz Uz 2

Gambar. 2. Graf P, ® Ko

Ugs Ug?

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa rc(P, ® K3) < n+2. Definisikan pewarnaan
c: E(P,® Ky) — {1,2,--- ,n+ 2} sebagai berikut.

1, untuk e = (u;1,u;,2);¢ € [1,n],

2, untuk e = (v;,ui1);¢ € [1,n],
cle) =

3, untuk e = (v;,u;2);¢ € [1,n],

i+ 3, untuk e = (v;,vi41);% € [1,n — 1].

Pada Tabel 1 diberikan lintasan pelangi v — v untuk setiap dua titik u,v €
V(P, ® K3), dengan u dan v yang tidak saling bertetangga. Dengan demikian
re(Pp, © Ka) < n+ 2. Jadi, terbukti bahwa rc(P, ® K3) = n + 2. |

Tabel 1. Lintasan Pelangi pada Graf P, ® K2

Kasus =z Y Kondisi Lintasan Pelangi Panjang Lintasan
1. Uil Ujl Z,] S [1,71], Ui 1y Viy Vitly " ]+2
1< ] Vj, Uj,2, Uj 1
2. Uil Uj 2 Z,] S [1,7L], Ui 1y Viy Vit1y " ]+1
1< g Vj, Uj 2
3. Uj,2 Uj,1 Z,] € [1,TL], Ui 1y Viy Vitl, " _]+].
1< ] Vj, Uj 1
4. Uj,2 Uj,2 ’L,] € [1,n], Ui 1, Viy Vitl, " j+2
1< J Vj, Uj 1, Uj 2

Gambaran umum pewarnaan sisi dari graf P, ® Ko untuk n > 2 dengan bilangan
terhubung-pelanginya diberikan pada Gambar 3.



380 Sulistyanto dkk.

Gambar. 3. Pewarnaan sisi pada P, ® K2 dengan n + 2 warna

Lema 2.3. Untuk setiap n > 3, bilangan terhubung-pelangi dari graf P, ® K3 adalah
re(P, ® K3) =n+ 1.
Bukti. Berdasarkan Akibat 2.1, re(P, ® K3) > n+ 1. Untuk menunjukkan bahwa

re(P, ® K3) < n + 1, definisikan pewarnaan ¢ : E(P, ® K3) — {1,2,--- ,n+ 1}
sebagai berikut.

1, untuk e = (vi,u1,5); 5 € [1,3],
1, untuk e = (w1 j, w1 %); 5,k € [1,3],7 <k,
1, untuk e = (u;1,u;2);1 € [2,n — 2],
1, untuk e = (vp—1,Un—1,1);% € [2,n — 1],
2, untuk e = (v;, ui);4 € [2,n — 1],k € [2,3],
2, untuk e = (Up—1,1,Un—1,3),
cle) =4 3, untuk e = (4p—1,2, Un—1,3),
n—1, untuk e = (v;,u;1);% € [2,n — 2],
n, untuk e = (v;, up—1,);% € [1,n — 1],k € [2,3],
n, untuk e = (u;1,ui3);1 € [2,n — 2],
n+1, untuk e = (u;2,u;3);i € [2,n — 2],
n+1, untuk e = (up—1,1,un-1,2);% € [2,n — 2],
i+1, untuke= (v;,v;41);% € [1,n—1],

Selanjutnya lintasan pelangi dari setiap dua titik u,v € V(P,, ® K3) yang tidak
bertetangga, diberikan pada Tabel 2.

Tabel 2: Lintasan Pelangi pada Graf P, ® K3

T Y Kondisi Lintasan Pelangi Panjang
Lintasan
U1, Ui,1 i €[2,n—2] UL, V1, Vi Ui i+1
j e [1,3]

U1,y Ui,2 i€[2,n—2] UL 5y V1, " Uiy Wi 1, U 3, Wi 2 1+ 3
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x Yy Kondisi Lintasan Pelangi Panjang
Lintasan
je(L3]
Uy, j Us,3 1 E [2,71—2], UL, 5, V1, 5 Vi, Ug 1, Ui 3 1+ 2
je (L3
U1, j V; 1€ [17’[1], UL,5,0V1,° ", U5 )
je(L3]
U1, Unp,j j e [1,3] UL,5,V15" " 5 Uns Up,j n+1
U1, j Un—1,k j e [1,3], UL,5,V15" " s Un—1,Un—1,k n
k€ [2,3]
U1,j5 Un—1,1 j € [1,3] UL,5,V15 " 3 Un—1,Un—1,2,Un—1,1 n
Ui 1 Upk le2,n—2], Uity Vis - 5 UL, ULk l—i+2
i<l ke(23
Us 1 uy,1 le [2,n—2],i<l U 15 Viy oo 5 VL, UL2, UL T l—i+4+3
Uy k U1 l€[2,n—2}, Ui 1y Uiy ot 5 UL, UL l—i+2
i<lke23
Uik U3 le2,n—2], Ui 1, Vi, 0 0L ULL, U3 l—i+3
i<l k€23
Uy, k uy,2 l e [2,7172}, U 1, Vit ot 5 UL, UL, U3, U4 l—1+4
i<l k€23
Ui 1 Up—1,1 i€ [2,7’L72] Ui 1, Wi 2, Viy* "t 3 Un—1,2,Un—1,1 n—:i+3
Ui 1 Un—1,k i€ [2,7172], i1, Ui 2, Uiyt 3 Un—1,Un—1,k n—1i+2
ke 23]
Ui j Un—1k 1€ [2,n— 2], Ui jsViy® s Un—1, Un—1k n—i+1
jkel23]
Ui 1 Un,j i€[2,n—2 Ui 1y Ui 2y Viy** 3 Uny Un ko n—1i+3
jelL3
Uik Un,j i €[2,n—2], Uik, Viy " » UnyUn k n—1i+2
ke [2,3]
je(L3
Up—1,1 Unp,j j € [1 3] Un—1,1; Un—1; Un; Un,j 3
Up—1,2 Up,j j € [1 3] Up—1,2;Un—1,3," " 5 Un, Un,j 5
Up—1,3 Unp,j j € [1 3] Up—1,3, Un—1,1, Un—1, Un, Un,j 4
Terbukti bahwa rc(P, ©@ K3) <n+ 1. Jadi re(P, © K3) =n + 1. m|

Gambaran umum pewarnaan sisi pada graf P, ® K3 dengan n > 3 dengan n + 1

warna ditunjukkan pada Gambar 4.

Lema 2.4. Untuk n > 3, bilangan terhubung-pelangi dari graf P, ® K4 adalah

re(P, ® Ky) =n+ 1.

Bukti. Berdasarkan Akibat 2.1, re(P, ® K4) > n+ 1. Untuk menunjukkan bahwa
re(P, ® K4) < n+ 1, definisikan pewarnaan ¢ : E(P, ® K4) — {1,2,--- ;n+ 1}
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Gambar. 4. Pewarnaan sisi pada P, ® K3 dengan n + 1 warna

sebagai berikut.

Selanjutnya lintasan pelangi dari setiap dua titik u,v € V(P, ® K4) yang tidak

untuk e = (vi,u1,5); 5 € [1,4],

untuk e = (uz 4, u;2);1 € [2,n — 1],

untuk e = (v;, Ui k)31 €

[2
, untuk e = (u;1,ui2);0 € [2,n — 1],

= = e e e

i+ 1, untuke= (v;,v41);% € [1,n—1],
i+1, untuk e= (u;1,u;4);% € [2,n — 1],
i+1, untuk e= (ujz2,u;3);i € [2,n—1]
n+1, untuk e=

)

Un,“n,j);] S [174]5

bertetangga, diberikan pada Tabel 3.

Tabel 3: Lintasan Pelangi pada Graf P, ® K4

untuk e = (u1,5,u1x); 4,k € [1,4],j <k,

(
(
(
(
(
, untuk e = (u; 5,u;3);t € [2,n —1],7 € [1,4],
(
(
(
(
(

n+1, untuk e = (up j,unk);j, k€ [1,4],j < k.

,n—1],k €[1,4],

T Y Kondisi Lintasan Pelangi Panjang
Lintasan
Uij  Uny i€[2,n—1], Wi gy Uiy Vig1s " 5 Un, Uny | (n—1i)+2
je1,2],le[l,4]
Uz’,j un,l 7 S [2,717 1}7 uivj,ui7j_2,vi,v¢+1,~~ ,vn,un,l (nfz) +3
j€[3,4],l€[1,4]
U, 5 Uk, 1 ’LIE[Q,’H,*”, gy Viy Vig 1y " s (k72)+3
JjelL2, Vkey Uk, 4 Uk, 1
ke [3,n—1],
1<k
Us,j Uk,1 1€ [2,%— ].}, Ug,j, Ui, 5—2,Viy Vi1, " (/f—l) +4
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Yy

Kondisi

Lintasan Pelangi

Panjang
Lintasan

Ui,

Ui,

Ui,j

ui,j

u1,j

(%

%

Uk,2

Uk, 2

Ukl

Uk 1

Un,1

Uk,1

Uk, 2

Ukl

j €134,
ke3,n—1],
1<k
i€[2,n—1],
je,
ke3,n—1],
i<k
i€2,n—1],
j €34,
ke3,n—1],
i<k
i€[2,n—1],
JjeL,2],
kel3,n—1],
le[3,4],
1<k
i€[2,n— 1,
jil e (3,4,
kel3,n—1],
1<k
jea,
le[l,4]

j €14,
ke2,n—1]
j €14,
ke2,n—1]
j €14,
ke2,n—-1],
le{4,5}

Uk, Uk, 4, U, 1

Ui 5, Viy Vigls o
Vi, Uk,3, Uk,2

Ui 5y Wi, j—2,Viy Vig1, "
Uk, Uk,3, Uk,2

Uij,js Vs Vit 1y 5 Uk Ukl

Wi, g, Ui,j—2, Vi, Vitl, 5 Uk, Ukl

UL,5,V1, V2, ,Un, Un,
UL,5,V1,V2, " , Vg, Uk 4, Uk,1
Uy,j,V1,02," "

y Uk, Uk,3, Uk, 2

Uy,5,V1,V2, + , Vg, Uk,

(k—i)+3

(k—i)+4

kE+1

n+1
k+2
k+2

E+1

Terbukti bahwa re(P, ® K4) <n+ 1. Jadi re(P, © K4) =n+ 1.

O

Gambaran umum pewarnaan sisi dari graf P, ® K, dengan n > 3 dengan n + 1

warna ditunjukkan pada Gambar 5.

Lema 2.5. Untuk n > 3, bilangan terhubung-pelangi dari graf P, ® K5 adalah

re(P, © K5) =n+ 1.

Bukti. Menurut Akibat 2.1, r¢(P, ® K5) > n + 1. Selanjutnya akan dibuktikan
bahwa rc¢(P, ® K5) < n + 1. Pembuktian dapat dilakukan dengan menunjukkan
adanya pewarnaan pelangi dan setiap dua titik dari graf P, ® K5 mempunyai lin-
tasan pelangi. Definisikan pewarnaan ¢ : E(P, ® K5) — {1,2,--- ,n + 1} sebagai



384  Sulistyanto dkk.

Gambar. 5. Pewarnaan sisi pada P, ® K4 dengan n + 1 warna

berikut.

141,
cle)=1<i+1,
i+ 2,
i+ 2,
(i-2)+ (- 1),
n+1,
n+1,

untuk e = (v, u1,5);7 € [1,5],

untuk e = (w1 j, w1 %); 4,k € [1,5],7 <k,

untuk e = (v;,u;5);t € [2,n—1],j € {2,4},

untuk e = (u; 5, u; 1);% € [2,n—1],j € [2,3],k € [4,5],

untuk e = (v;,u;1);¢ € [2,n — 1],

(
(
(
(
(
untuk e = (v;,v41);4 € [1,n — 1],
untuk e = (v;,u;5);¢ € [2,n—1],j € {3,5},
untuk e = (u; 5, u; j41);% € [2,n — 1], j € {2,4},
untuk e = (u;1,u5);% € [2,n —1],7 € [2,5],
untuk e = (vy,, un, ;)7 € [1,5],
(

untuk e = (up j,unk); J, k € [1,5],7 < k.

Lintasan pelangi u—v dari setiap dua titik u,v € V(P,® K5) yang tidak bertetangga

disajikan pada Tabel 4.

Tabel 4: Lintasan Pelangi pada Graf P, ® Kj

x Yy Kondisi Lintasan Pelangi Panjang
Lintasan
UL Uny Jj €L, U5, U1, V2, -+, Up,y Unp i n+1
lel,5]
Uty Uk j€el,s], Ul,j, U1, V2, Uk, Uk, kE+1
kel2,n—1],
le€{3,5}
Ul Uk j €[1,5], U155, V1,02, Vg, Uk, 5, Uk, 1 k+2

kel2,n—1]
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x Yy Kondisi Lintasan Pelangi Panjang
Lintasan
Ul; Uk j €], Ul,j, V1,02, ", Uk, Uk,3, Uk,2 k+2
kel2,n—1]
Uty  Uk4 j €], Ul,j, V1,02, Uk, Uk,5, Uk,4 k+2
kel2,n—1]
Uj, 5 U1 1€ [2,77, — 1], Wi jy Vi Vitly 5 Uk, Ukl k
]E {1’2’4}7
ke3,n—1],
le{3,5}i<k
U5 Uk xS [2,’11—1], Uj 5y Viy Vi1, 5 Uk, Uk,5, Uk, 1 k+1
je {1’274}7
keB,n—-1)i<k
U5  Uk2 xS [2,71—1], Uj 5y Viy Vi1, " 5 Uk, Uk, 3, Uk, 2 k+1
je{1,2,4},
kel3,n—1],i <k
Ui  Uka 1€ [2,n—1], Wiy Vi, Vigls " Uk, Uk,5, Uk 4 k+1
jed{1,2,4},
kel3,n—1],i <k
Uiz Uk 1€ [2,n—1], U335 Wi dy Vi, Vigly " Vk, Ukl k+1
l€3,5],
ke3,n—-1]i<k
Ui 3 'LLkJ 7 S [2,TL—1], ui,g,ui747vi,vi+1,~-~ ,vk,uk,5,uk11 k+2
ke3,n—1],i<k
Ui 3 'U/k’g 7 S [2,n— 1], Ui’g,ui7471)i,’l)i+1,"' ,'Uk,uk’g,uk’g k+2
ke3,n—1]i<k
U3 Ukd i€[2,n—1], U3, Ui d, Vi, Vit 1, " Uk, Uk,5, Uk 4 kE+2
ke3,n—1]i<k
U;,5 Uk, 1€ [2,n— 1], Uj 55 Ui 25 Uiy Vi1, 5 Vky Ukl kE+1
ke [3,n—1],
1e[3,5),i<k
Ui5  Uk,1 i€[2,n—1], U5, Ui, 2, Vi, Vitl, " " * 5 Uk, Uk,5, Uk,1 kE+2
ke3,n—1]i<k
Ui5  Uk,2 i€[2,n—1], U5, Ui 2, Viy Vit " " Uk, Uk,3, Uk,2 k+2
ke3n—-1],i<k
Ui5  Ukd i€[2,n—1], U5, Ui 2, Viy Vit " " 5 Vks Uk, 55 Uk 4 k+2
keB,n—-1]i<k
Ui Uny lel,5] Wi gy Uiy Vig1s " 5 Un, Un, (n—1i)+2
U;, U, l e [1,5] Ug Gy Wi dy Vis Vid1y 5 Un,y Unl (n—z) +3
U;,j Un, le [1, 5] Ug Gy Wi 25 Viy Vid1y*** 5 Un,y Unl (TL — Z) +3
Dengan demikian, re(P, © K5) < n+ 1. Terbukti re(P, © K5) =n+ 1. |

Gambaran umum pewarnaan sisi dari graf P, ® K5 dengan n > 3 dengan n + 1

warna ditunjukkan pada Gambar 6.
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Gambar. 6. Pewarnaan sisi pada P, ® K5 dengan n + 1 warna

3. Bilangan terhubung-pelangi kuat graf P,, ® K,,

Teorema 3.1. Untuk setiap n > 2 dan m > 1, bilangan terhubung-pelangi kuat
dari graf P, © K, adalah

sre(Pn, © Kpy) = 2n — 1.

Bukti. Pertama akan ditunjukkan bahwa src(P, © K,,) > 2n — 1. Andaikan
sre(P, © K,,) adalah 2n — 2, maka P, ® K,,, dapat diwarnai dengan 2n — 2) warna.
Perhatikan titik u; ; dan v; dengan ¢ € [1,n],j € [1,m] pada Gambar 1. Oleh
karena semua titik u; ; dan v; bertetangga, sehingga semua sisi u; jv; hanya mem-
butuhkan satu warna. Agar memenuhi syarat dari strong rainbow connection bahwa
setiap dua titik harus memiliki paling sedikit satu lintasan pelangi geodesic, maka
sisi-sisi w; jv; harus mempunyai warna yang berbeda untuk setiap i € [1,7n]. Be-
gitu juga setiap sisi di graf lintasan harus memiliki warna yang berbeda sehingga
membutuhkan n —1 warna, serta sisi-sisi di graf lintasan harus memiliki warna yang
berbeda dengan sisi-sisi u; ;v;. Dengan demikian, sisi u; jv; pasti akan membutuhkan
n warna sehingga warna total yang dibutuhkan adalah 2n—1 warna. Namun, dengan
hanya menggunakan 2n — 2 warna, mengakibatkan akan ada dua titik yang tidak
mempunyai lintasan pelangi geodesic. Jadi terbukti bahwa sre(P, ® K,,) > 2n — 1.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa srce(P, © K,,) < 2n—1. Misalkan pewarnaan
d:E(P,®Ky) —{1,2,--+,2n — 1} didefinisikan sebagai berikut.

2i —1, untuk e = (v;,u;;);i € [1,n],5 € [1,m],
d(e) = < 2i, untuk e = (v;,v;41);1 € [1,n — 1],
1, untuk e = (u; j,uik);4 € [1,n], 4,k € [1,m],j <k.

Gambaran umum dari pewarnaan sisi pada graf P, ® K,,, berdasarkan fungsi ¢’
disajikan pada Gambar 7.
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Gambar. 7. Pewarnaan sisi dari graf P, ® K,, dengan 2n — 1 warna

Fungsi pewarnaan tersebut juga menunjukkan adanya lintasan pelangi v — v
yang geodesic untuk setiap dua titik u,v € V(P, ® K,,) karena sisi-sisi u; ; yang
bertetangga dengan v; dengan ¢ € [1,n];j € [1,m] memiliki warna yang berbeda
untuk setiap ¢ dan mempunyai warna yang berbeda dengan sisi-sisi lintasan P,.
Begitu juga dengan warna pada setiap sisi graf lintasan yang berbeda, sehingga
pasti setiap dua titik akan memiliki lintasan pelangi geodesic. Jadi, terbukti bahwa
sre(Pp,®Ky,) < 2n—1. Dengan demikian, terbukti bahwa sre(P, ©K,,) = 2n—1. O

4. Kesimpulan

Untuk setiap n > 3, bilangan terhubung-pelangi dari graf P,, ® K,, adalah:

n+ 2, untuk m = 2,

re(P, ® K,,) =
(Fn m) {n—|—17 untuk 3 <m < 5.

Berdasarkan penelitian Jagannatharao dan Murali [16], diketahui bahwa re(P, ©
K,) = 2n — 1. Dengan demikian, diperoleh re(P; ® K3) = 5,1r¢(Py @ Ky) = 7,
dan rc¢(Ps ® K5) = 9. Hasil penelitian ini memberikan nilai yang lebih baik untuk
bilangan terhubung-pelangi dari graf P, ® K,, untuk n € {3,4,5}, yaitu rc¢(Ps ©
K3) =4,r¢(Py © K4) = 5, dan r¢(Ps ® K5) = 6. Bilangan terhubung-pelangi dari
graf P, ® K,,, dengan n > 3 dan m > 6 merupakan topik yang potensial untuk
penelitian lanjutan.

Bilangan terhubung-pelangi kuat dari graf P, ® K,,, untuk setiap n > 2 dan
m > 1, tidak bergantung pada banyak titik graf lengkap K,,, tetapi hanya pada
banyak titik graf lintasan P,, yaitu

sre(Pp, © Kiy) = 2n — 1.

Penelitian ini melengkapi hasil dari Jagannatharao dan Murali [16]. Dengan
demikian, bilangan terhubung-pelangi kuat dari graf P, ® K, telah tuntas dikaji.
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