Jurnal Matematika UNAND

Vol. 14 No. 4 Hal. 451 — 462

Edisi Oktober 2025

ISSN : 2303-291X

e-ISSN : 2721-9410

(©Departemen Matematika dan Sains Data FMIPA UNAND
https://doi.org/10.25077/jmua.14.4.451-462.2025

ANALYSIS OF SOLVING THE BLACK-SCHOLES
EQUATION USING THE FINITE DIFFERENCE
METHOD WITH A NON-UNIFORM GRID

MANISYA BULANDARI, MAHDHIVAN SYAFWAN7? YUDIANTRI ASDI

Departemen Matematika dan Sains Data,
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Andalas,
Kampus UNAND Limau Manis Padang, Indonesia
email : mahdhivan@sci.unand.ac.id

Diajukan 8 November 2024  Direvisi 26 Oktober 2025  Diterima 28 Oktober 2025
Diterbitkan 31 Oktober 2025

Abstrak. Artikel ini mengimplementasikan metode beda hingga dengan skema eks-
plisit berbasis grid tidak seragam pada persamaan Black—Scholes untuk menghitung
harga opsi call Eropa. Skema diturunkan menggunakan deret Taylor sehingga diper-
oleh sistem persamaan beda yang kemudian ditransformasikan ke dalam bentuk matriks
dan diselesaikan secara rekursif melalui pemrograman Matlab. Berdasarkan simulasi nu-
merik untuk nilai-nilai parameter tertentu, hasil yang diperoleh menunjukkan bahwa
skema beda hingga dengan grid tidak seragam menghasilkan solusi yang lebih akurat
dibandingkan grid seragam. Galat relatif lebih besar untuk harga saham yang berada
di sekitar harga pelaksanaan, tetapi dapat dikurangi secara signifikan melalui penggu-
naan grid tidak seragam. Selain itu, pendekatan grid tidak seragam memberikan efisiensi
komputasi yang lebih baik dibandingkan skema seragam.

Kata Kunci: Persamaan Black—Scholes, opsi call, metode beda hingga, grid tak seragam

Abstract. In this article, an explicit finite difference scheme on non-uniform grids
is implemented for solving the Black—Scholes equation in order to evaluate European
call option prices. The finite difference construction is based on the Taylor series so
that a discrete system is obtained, transformed into matriz form and then solved re-
cursively using Matlab. Numerical experiments for certain parameter values show that
the finite difference scheme on a non-uniform grid produces more accurate solutions
than a uniform grid. The error is larger for stock prices near the strike price but can be
stgnificantly reduced by employing a non-uniform grid. Moreover, the non-uniform grid
yields more efficient computation time compared to a uniform grid.

Keywords: Black—Scholes equation, call option, finite difference method, non-uniform
grid
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1. Pendahuluan

Model Black-Scholes merupakan persamaan diferensial parsial yang memodelkan
nilai opsi sebagai fungsi terhadap saham dan waktu, dengan memperhitungkan
berbagai faktor, seperti harga pelaksanaan, tingkat suku bunga bebas risiko, waktu
jatuh tempo, dan nilai volatilitas harga saham [1]. Model ini diperkenalkan pertama
kali oleh Fischer Black dan Myron Scholes pada tahun 1973, dan telah menjadi
standar yang banyak digunakan dan diterima secara luas di industri keuangan [2].
Pengantar komprehensif mengenai valuasi opsi melalui pendekatan matematis dapat
merujuk dari [3].

Meskipun persamaan Black-Scholes dapat diselesaikan secara eksak, namun
dalam praktik keuangan, pendekatan numerik seringkali diperlukan. Salah satu
alasannya adalah karena parameter pasar seperti volatilitas dan suku bunga sering
berubah secara dinamis, sehingga pendekatan numerik memungkinkan penyesuaian
yang lebih baik dan lebih cepat pada kondisi pasar riil [4]. Pendekatan numerik juga
memungkinkan untuk memasukkan kompleksitas tambahan, sehingga lebih fleksibel
untuk digunakan dalam portofolio besar dengan berbagai jenis opsi [5].

Berbagai pendekatan numerik telah dikembangkan untuk meningkatkan efisiensi
dan stabilitas perhitungan. Misalnya, Banerjee dkk. [6] mengusulkan metode garis
(method of lines) yang mereduksi persamaan Black—Scholes menjadi sistem ODE
untuk memperoleh solusi yang efisien dan sensitif terhadap perubahan parameter.
Baru-baru ini Nizamudheen dkk. [7] memperkenalkan skema diferensial kuadratur
berbasis kubik B-spline dengan diskretisasi waktu metode beda hingga pada model
Black—Scholes fraksional, dan membuktikan stabilitas serta konvergensinya.

Di antara berbagai pendekatan numerik, metode beda hingga merupakan salah
satu teknik yang paling populer karena sederhana, fleksibel, dan mudah diimple-
mentasikan untuk berbagai kondisi batas. Dura dan Mosneagu [8] menunjukkan
bahwa metode beda hingga merupakan salah satu pendekatan numerik yang efektif
untuk menyelesaikan persamaan Black—Scholes. Pada metode ini domain fungsi di-
partisi atas sejumlah titik-titik grid dan hampiran untuk turunan pada persamaan
diferensial diperoleh dari ekspansi deret Taylor.

Pada umumnya metode beda hingga lebih sering menggunakan titik-titik grid
dengan lebar yang seragam. Namun pada kasus persamaan diferensial tertentu,
penggunaan lebar grid yang seragam justru menghasilkan solusi yang kurang akurat
dibandingkan penggunaan grid dengan lebar tidak seragam [9]. Metode beda hingga
dengan grid yang tidak seragam juga terbukti efektif dalam mengurangi waktu
komputasi, sehingga solusi dapat diperoleh lebih cepat dengan akurasi yang lebih
baik dibandingkan dengan penggunaan grid seragam [10].

Dalam penerapan metode ini pada persamaan Black-Scholes, terdapat kendala
pada syarat awal yang tidak memiliki turunan saat harga saham S sama dengan
harga pelaksanaan K. Kesalahan numerik yang muncul akibat kondisi ini dapat di-
minimalisir dengan menggunakan grid tidak seragam, di mana titik-titik diskritisasi
pada domain harga saham ditempatkan lebih rapat di sekitar harga pelaksanaan K.
Selain itu, adalah wajar untuk memiliki banyak titik di sekitar harga pelaksanaan
K, karena wilayah inilah yang menjadi fokus perhitungan harga opsi bagi praktisi
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keuangan [11].

Secara teoritis, penggunaan grid tidak seragam memiliki dasar kuat. Travella
dan Randall [12] memperkenalkan transformasi grid tidak seragam yang kemudian
dikembangkan lebih lanjut oleh Bodeau dkk. [13] melalui penyusunan algoritma
skema beda hingga yang lebih efisien. Selain itu, penelitian oleh in’t Hout dan
Volders [11] memberikan kontribusi penting dalam menganalisis kestabilan skema
beda hingga grid tidak seragam pada persamaan Black-Scholes.

Dalam artikel ini akan dieksplorasi kembali penelitian Bodeau dkk. [13] dengan
memberikan penjelasan yang lebih rinci mengenai proses penurunan skema beda
hingga yang diterapkan pada persamaan Black-Scholes, serta menunjukkan rele-
vansinya terhadap efisiensi dan akurasi solusi numerik pada model opsi Eropa.

2. Persamaan Black-Scholes

Persamaan Black-Scholes merupakan persamaan diferensial parsial yang menjadi
model standar dalam penentuan nilai opsi, terutama opsi Eropa [3]. Dalam perhi-
tungannya, model Black-Scholes mengasumsikan tidak adanya pembayaran dividen,
tidak ada biaya transaksi, suku bunga bebas risiko yang konstan, dan perubahan
harga saham mengikuti gerak Brown geometris [14].

Persamaan Black-Scholes dalam memodelkan harga opsi Eropa V (S, t) sebagai
fungsi terhadap harga saham S dan waktu ¢, diberikan oleh [1]:

2
%—‘; 30252%”5%41/:0, 0<t<T,S>0, (2.1)

dimana r adalah suku bunga bebas resiko dan ¢ adalah volatilitas harga saham.
Dalam hal ini, V(S,t) dapat berupa harga opsi call C(S,t) atau harga opsi put
P(S,t).

Solusi eksak persamaan Black-Scholes untuk masing-masing harga opsi call dan
harga opsi put adalah [14]:

C(S,t) = S(t)N(dy) — Ke " TV N(dy), (2.2)
dan
P(S,t) = Ke " T"YN(—dy) — S(t)N(—dy), (2.3)

dimana K adalah harga pelaksanaan (strike price), T adalah waktu jatuh tempo,
N(d) adalah fungsi distribusi kumulatif dari distribusi normal standar, yaitu:

N(d) = [* e,

dan

d]_: )

()
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Untuk kasus opsi call, persamaan Black-Scholes (2.1) ditulis menjadi

oC 1 5 50%C ocC
- t —_— — — = 2.4
5 (S,t)+205’ GSQ(S’t)+TsaS<S’t) rC(S,t) =0, (2.4)
dengan 0 <t < T dan S > 0.
Syarat akhir (untuk ¢) persamaan (2.4) diberikan oleh
C(S,T) = max(S(T) — K,0). (2.5)
Syarat batas Dirichlet (untuk S) persamaan (2.4) diberikan oleh:
e Untuk S =0:
C(0,t) = 0. (2.6)
e Untuk S — oc:

C(S,t) ~ S. (2.7)

Karena persamaan Black-Scholes (2.4) memiliki syarat akhir (2.5), maka per-
samaan (2.4) dikenal sebagai persamaan parabolik mundur. Untuk mengubah per-
samaan Black-Scholes (2.4) menjadi persamaan parabolik maju, yaitu memiliki
syarat awal, diperkenalkan transformasi [8]:

C(S,t) =C(S,k), dengan k=T —t. (2.8)
Dengan menggunakan transformasi (2.8), maka dengan aturan rantai diperoleh:

9C(S,t) _ 0C(S,k) _ 0C(S,k)dk _ AC(S, k) (2.9)
oo ot 0Ok dt ok '
Perhatikan bahwa pada saat t = T, maka k = 0. Dengan demikian pada saat ¢t =T

berlaku:

C(S,T) = C(S,0) =max(S(0) — K,0). (2.10)

Dengan mensubstitusikan transformasi (2.8) dan persamaan (2.9) ke persamaan
(2.4), kemudian ganti kembali variabel C' menjadi C' dan k menjadi ¢, maka per-
samaan (2.4) dapat diubah menjadi:
1 4 ,0°C oC
— —0°5*—(5,t) —rS—==(5,t c(S,t)=0 2.11
ot 27 5 ggr (58 —rS5g SN +1C(5,6 =0, (211)

dimana syarat akhir (2.5) menjadi syarat awal

6C(S,t)—

C(S5,0) = max(S(0) — K,0). (2.12)
3. Konstruksi Numerik Skema Beda Hingga

Pada bagian ini akan dibahas konstruksi numerik untuk skema beda hingga dengan
grid tidak seragam pada persamaan Black-Scholes (2.11) dengan syarat awal (2.12)
dan syarat batas (2.6) dan (2.7).
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3.1. Diskritisast Ruang

Pada skema beda hingga ini, interval waktu [0, 7] dipartisi menjadi M bagian, di-
mana setiap partisi memiliki lebar sebesar At,, = t,, — tm—1, m = 1,2,---, M.
Sementara itu, harga saham berada pada interval tak terbatas [0,0c0). Namun,
untuk keperluan simulasi perhitungan yang akan dilakukan, harga saham S akan
dibatasi sampai Spaks. Selanjutnya interval harga saham [0, Spaks] dipartisi men-
jadi N bagian, dimana setiap partisi memiliki lebar sebesar AS; = S; — S;_1,
t=1,2,--- | N. Dengan demikian ruang [0, Smaxs] X [0, T, didiskritisasi oleh grid:

(Sistm) € 10, Smaks] % [0, T, (3.1)

dengan i =0,1,--- ,N danm=20,1,--- , M.

Aproksimasi numerik dari C(S;,t,,), yaitu nilai opsi call pada harga saham
S; dan waktu t,,, dinyatakan dengan notasi C]". Diskritisasi untuk syarat awal
diberikan

C? = max(S; — K,0), untuki=0,1,---,N. (3.2)
Kemudian diskritisasi untuk syarat batas sebagai berikut:
- Untuk § = 0:
Cyr =0, untuk m=20,1,---,M. (3.3)
- Untuk S — oc:
CN = Smaks, untuk m=0,1,---,M. (3.4)
3.2. Skema FEksplisit untuk Grid Tidak Seragam

Pada skema ini, lebar partisi untuk masing-masing domain harga saham dan waktu
adalah h; = S; — S;_1 dan At = t,,, — t,,_1, artinya partisi waktu ¢t memiliki lebar
interval yang sama, sedangkan partisi harga saham S memiliki lebar interval yang
tidak seragam. Visualisasi dari grid tidak seragam dapat dilihat pada Gambar 1.

0.005

0.004

od

Waktu (t)

0.002

) VW“

Gambar 1. Grid Tidak Seragam

100
Harga Saham (S)
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Distribusi titik-titik partisi untuk .S mengikuti bentuk yang diusulkan oleh
Travella dan Randall (2000) [12]. Distribusi titik partisi S; pada bentuk ini di-
lakukan dengan menempatkan titik-titik .S; lebih rapat di sekitar titik kritis x*,
yaitu diberikan oleh:

1 1
Si:x*_|_a(62N +c1 (1—N>), (35)

dimana:
Smin —x*
cL = sinh ™! <am> , (3.6)
Sm s *
Ccy = sinh ™! (akax) . (3.7)

Dalam konteks aplikasi pada persamaan Black-Scholes (2.11), titik kritis 2* = K
dan Sy, = 0. Parameter a menentukan tingkat keseragam g¢rid, yang mana se-
makin besar nilai @ maka semakin seragam grid yang dihasilkan. Perbandingan
tingkat keseragaman grid berdasarkan nilai o ditunjukkan pada Gambar 2.

200

a=01

180 a=10
o a =200

Harga Saham S

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Langkah Harga Saham (Si)

Gambar 2. Transformasi Bentuk Grid untuk Tiga Nilai o Berbeda.

3.3. Aproksimasi Turunan

Untuk mengaproksimasi turunan numerik pada skema ini, digunakan aproksimasi
beda maju untuk turunan terhadap ¢, dan aproksimasi beda pusat untuk turunan
pertama dan kedua terhadap S. Aproksimasi beda hingga ini diperoleh dari deret

Taylor.
Aproksimasi turunan terhadap waktu ¢ dengan skema beda maju diberikan oleh
oc(s,t) _crtt—com

~

ot At

Selanjutnya untuk aproksimasi turunan pertama terhadap S dengan skema beda

(3.8)
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pusat diberikan oleh
9C(Si,tm) _ C(Siy1,tm) — C(Si—1,tm)

S ~ Sit1— Si—1 ’ (39)
Ciy — 0y

= " 3.10

Sit1 — Si—1 (8.10)

Untuk memperoleh aproksimasi turunan kedua terhadap S dengan skema beda
pusat, perhatikan deret Taylor untuk C(S;41,t,) dan C(S;—1,t,,) sampai orde 4
di sekitar S; berikut.

OC(Sistm) | 1,5 02C(Si tm) O°0(Si, tm)
C(Si+1,tm) ~ C(Siatm) + hi-&-lT hz+1T hﬁ-lT’
(3.11)
| e OC(Sistm) | 1,20°C(Sistm) _ 1,30°C(Si,tm)
C(Si—1,tm) = C(Si, tm) — hi 95 h 052 Ghi 053 .
(3.12)

Kalikan persamaan (3.11) dengan h; dan kalikan persamaan (3.12) dengan h;4q,

diperoleh:
ac(szatm,) aQC(SiatnL)

1
hiC(Six1,tm) = hiC(Si, tm) + hihit1 §hz‘hf+1

oS 052 ’
(3.13)
9C(Si,tm) 1 9*C(Sis tm
his1C(Si-1,tm) = hix1C(Si, tm) — hi+1hi% + §h¢+1h2%-
(3.14)
Jumlahkan persamaan (3.13) dan persamaan (3.14) sehingga diperoleh
1 o*cm
hiClty + hip1C"y = (hi + hip1) O™ + i(hzz-&-lhi + h?hwl)TS;, (3.15)

sehingga didapatkan ekspresi untuk hampiran turunan kedua sebagai berikut:
o o MGty — CF) + hina (O — CF)
052 hih? , + h2hi ’
hi(Clyy — CF") — hia (C]" = CTy)
hihig1(hig1 + hy) ’
2[ hi(Cif =€) hia (O —Cimﬂ}
hihip1(hig1 + i) hihigi(hig1 + hy)

=2

, [ (cm —cmy <Oz“cz”1>]
hivi(hig1 +hi)  hi(hig1 + hy)
Misalkan:
2
hiv1(hiz1 + hi)’
o 2
hi(hiy1 4 hy)
maka diperoleh bentuk yang lebih sederhana untuk ekspresi hampiran turunan ke-
dua berikut:

hi =

0%C(S;,tm)

o & (CT = CF) = by (G = O, (3.16)

K2
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3.4. Persamaan Beda dan Bentuk Matriks

Substitusi masing-masing hampiran (3.8), (3.10), dan (3.16) ke dalam persamaan
Black-Scholes (2.11), maka diperoleh bentuk diskritisasi saat (S;,t,,) sebagai
berikut:

Cm+1 — C’Zn 1 m m — m m City — C"—l m
e RS (G - O by (O = )] - rsiﬁ +rC" = 0.
(3.17)
Persamaan (3.17) dapat ditulis:
m—+1 m 1 2Q2 (p+(m m —(ym m Oﬁl _Oinil m
G =0 AL 57 S7 (hif (ClLy = C) — hi (O = Cy)) +T5iﬁ —-rCi"|,
i+1 + 7
(3.18)

untuk i =1,2,--- ,N—1dan m=0,1,..., M — 1.
Selanjutnya kelompokkan sisi kanan persamaan (3.18) berdasarkan koefisien
Chy, Cft, danCy" |, sehingga diperoleh

1 r.S;
m+l _om LAt || 20292 — — 2y om
Cz 01 + |:<20 S’L [ hi+1+hi) 1—1
1 — m
- (gostmt 1)+
hig1 + hy

untuk i =1,2,--- ,N—1danm=0,1,--- ,M — 1.
Untuk penyederhanaan notasi, misalkan

1 .
+ (20253hj + rS) Cfil] : (3.19)

1 20427 — ’I"SZ‘
T R 3.20
o= Sorstr - 10 3:20)

1

Bi=50°Si(h) +hy) +, (3.21)

L oco,+ rSi
;= = 2p , .22
%= g0 o +hi+1+hi (322)

sehingga persamaan (3.19) menjadi

C;”“ = (a; At)C" + (1 = BiAL) O + (v A CL (3.23)

untuk setiap i =1,2,--- N — 1.
Persamaan (3.23) dapat dibentuk menjadi sistem persamaan linier sebagai
berikut:
i=1: CPM' = (—aADCY + (1 — BLALCT + (1AL CY,
i=2: CP' = (—aAH)07 + (1 — B2 AL)CH + (72 AL CH,

i=N-2: OFf;=(-an-2A)CF 5+ (1 = Bn_2A)CR_o + (w—288)CF_y,
i=N—-1: Oyt =(—an_1A)OY o+ (1 — By 1AH)CH_; + (yn_1AL)CY.
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Selanjutnya misalkan

di = 1— BiAt, i=1,2,--- ,N—1,
Ui:’YiAt, i:2a35"'aNa
Zi:aiAt, Z'ZO,l,"',N—Q.

Dengan demikian, sistem persamaan linier di atas dapat ditulis dalam bentuk
persamaan matriks berikut:

C" —BC™ 42", m=01,---M—1, (3.24)
dimana:
cpt op o
ot oy oyt
crit=| |, Ccr=| |, Crl=| (3.25)
Chy oy O,
CNT CN-1 X4
fdy ua 0 --- 0 17
la —d2 us :
0 0 - TUN-1
L0 0 O Iny—2 —dn—1l
dan
loCrr
0
. (3.27)
0
UNCW

Perhatikan bahwa C™*', C™ C™ ' zm € RW=1 dan B € RWV-Dx(N-1),
Nilai-nilai dari C?,Cy*,C% dengan i = 0,1,--- ,N dan m = 0,1,---, M
diberikan masing-masing oleh persamaan (3.2), (3.3), dan (3.4).

4. Eksperimen Numerik

Dengan menggunakan persamaan matriks (3.24), nilai opsi call pada setiap langkah
waktu dapat dihitung dengan menggunakan pemrograman MATLAB. Sebagai con-
toh ilustrasi, digunakan nilai-nilai parameter sebagai berikut: T = 0.25, K = 10,
r = 0.1, dan ¢ = 0.4. Selanjutnya ditetapkan jumlah langkah waktu adalah
M = 2000, jumlah langkah harga saham adalah N = 200 dan S,,qxs = 200.

Pada Gambar 3 diberikan solusi numerik untuk harga opsi call di setiap harga
saham pada waktu ¢ = T untuk g¢rid seragam dan grid tidak seragam yang
dibandingkan dengan solusi eksak (2.2).
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Perbandingan Harga Opsi Call Eropa

= = Numerical Uniform Grid
— — Numerical Non-Uniform Grid
Exact Solution

Harga Opsi

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Harga Saham

Gambar 3. Hasil Perhitungan Harga Opsi Call Tipe Eropa pada Waktu t = T' dengan Nilai-Nilai
Parameter: T'= 0.25, K = 10, r = 0.1, dan o = 0.4.

Dalam Gambar 3 plot solusi hanya ditampilkan dari harga saham S = 0 sampai
S = 40 untuk melihat perbandingan perbedaan hasil aproksimasi yang lebih jelas.
Galat numerik sebagai selisih antara solusi numerik dan solusi eksak diberikan pada
Gambar 4.

NonUniform Grid|
Uniform Grid

0.025

==

0015

Galat Numerik

0.005

IN

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Harga Saham

Gambar 4. Hasil Perhitungan Galat Numerik antara Solusi Eksak dengan Solusi Numerik untuk
Grid Seragam dan Grid Tidak Seragam.

Hasil yang diperoleh menunjukkan bahwa galat numerik yang diperoleh di seki-
tar S = 10, yaitu harga saham di sekitar harga pelaksanaan K = 10, menjadi jauh
lebih kecil secara signifikan saat digunakan metode beda higga dengan grid tidak
seragam. Berdasarkan hasil ini, maka skema beda hingga dengan grid tidak seragam
menghasilkan solusi yang lebih akurat dibandingkan dengan grid seragam.

Pada contoh simulasi di atas, komputasi menggunakan grid seragam memer-
lukan waktu sekitar 0.7 detik, sedangkan dengan grid tidak seragam hanya seki-
tar 0.2 detik. Simulasi dilakukan pada MATLAB 2013a yang dijalankan di laptop
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Acer Aspire E5-475 dengan prosesor Intel Core i3-6006U dan RAM 4 GB, meng-
gunakan OS Windows 10 Home. Hasil simulasi menunjukkan bahwa skema beda
hingga dengan grid tidak seragam lebih efisien dalam hal komputasi dibandingkan
dengan grid seragam.

5. Kesimpulan

Pada artikel ini telah dikonstruksi metode beda hingga dengan skema eksplisit pada
persamaan Black-Scholes untuk harga opsi call Eropa dengan menggunakan grid
tidak seragam. Konstruksi beda hingga dilakukan berdasarkan deret Taylor. Dari
konstruksi tersebut diperoleh persamaan beda yang dapat diubah ke dalam bentuk
persamaan matriks dan kemudian diselesaikan secara rekursif dengan menggunakan
pemrograman Matlab.

Berdasarkan simulasi numerik yang dilakukan untuk nilai-nilai parameter ter-
tentu, diperoleh hasil bahwa skema beda hingga dengan grid tidak seragam meng-
hasilkan solusi yang lebih akurat dibandingkan dengan grid seragam. Hal ini dapat
dilihat dari galat yang dihasilkan sebagai selisih antara solusi numerik dan solusi
eksak. Hasil numerik menunjukkan bahwa galat yang diperoleh bernilai lebih be-
sar pada harga saham yang berada di sekitar harga pelaksanaan. Galat ini dapat
diperkecil secara signifikan ketika menggunakan metode beda hingga dengan grid
tidak seragam. Selain itu, metode beda hingga dengan grid tidak seragam juga
memiliki waktu komputasi yang lebih efisien dibandingkan dengan grid seragam.
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