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Abstrak. Operasi pada hipergraf adalah suatu cara untuk mengkonstruksi suatu

hipergraf dengan struktur yang lebih besar. Salah satu operasi pada hipergraf yang

biasa dipelajari adalah operasi kali Kartesius. Suatu hipergraf dikatakan integral jika
semua nilai karakteristik dari matriks ketetanggaannya adalah bilangan bulat. Dalam

makalah ini, dipelajari dua kelas hipergraf yaitu, bidang Fano dan bujursangkar Latin

orde 3. Dapat ditunjukkan bahwa kedua kelas hipergraf tersebut adalah integral. Selan-
jutnya, ditentukan hipergraf hasil operasi kali Kartesius dari kedua hipergraf tersebut.

Dapat dibuktikan bahwa operasi kali Kartesius pada hipergraf mempertahankan sifat

keintegralan.

Kata Kunci : Hasilkali Kartesius, Bidang Fano, Bujursangkar Latin

Abstract. The Hypergraph products have been a good way to construct a larger hy-
pergraph from small ones. One of commonly studied hypergraph products is Cartesian

product. A hypergraph is called integral if all the eigenvalues of its adjacency matrix are

integers. In this paper, We study two classes of hypergraphs, namely, Fano Plane and
Latin Squares of order 3. We show that two classes of hypergraphs are integral. Further-

more, we determine the Cartesian product both of them. We prove that the hypergraph
Cartesian products preserve the integrality.

Keywords: Cartesian Product, Fano Plane, Latin Squares

1. Pendahuluan

Kajian tentang hipergraf integral diinspirasi dari hasil-hasil penelitian yang

berkaitan dengan graf integral. Suatu graf dikatakan integral jika semua nilai

karakteristik dari matriks ketetanggaannya adalah bilangan bulat. Penelitian graf

integral diperkenalkan oleh Harary dan Schwenk dalam [1]. Mereka telah mem-

pelajari masalah yang berkaitan dengan karakterisasi graf integral dan memberikan
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beberapa contoh graf integral, di antaranya adalah graf lengkap, graf bintang, graf

bipartit lengkap, dan graf lingkaran.

Secara umum, graf integral sangat jarang dan tidak mudah ditemukan. Hal

tersebut terjadi karena penentuan graf integral tergantung pada struktur graf

tersebut. Namun demikian, penelitian graf integral terus berkembang baik secara

teori maupun aplikasinya. Secara teori, perkembangan hasil penelitian graf integral

hingga tahun 2002, dapat ditemukan dalam [2]. Wang dkk. mendapatkan syarat

perlu dan cukup agar beberapa kelas graf bersifat integral [3]. Pada tahun 2021, Liu

dkk. telah menyelidiki sifat aljabar pada graf Cayley dari suatu kelas graf integral

yang ditentukan berdasarkan spektrumnya [4]. Dalam hal aplikasinya, sifat graf

integral telah digunakan pertama kali oleh Saxena dkk., untuk menentukan sifat

Perfect State Transfer (PST) pada sistem spin kuantum [5].

Hipergraf adalah perumuman dari graf. Teori hipergraf pertama kali dibangun

oleh Berge [6]. Perbedaan graf dan hipergraf terletak pada sisinya. Sisi, pada hiper-

graf biasa disebut hipersisi, dapat menghubungkan lebih dari dua titik. Sama halnya

dengan graf, suatu hipergraf juga dapat direpresentasikan dalam matriks ketetang-

gaan. Suatu hipergraf dikatakan integral jika semua nilai karakteristik dari matriks

ketetanggaannya adalah bilangan bulat.

Hipergraf integral dapat ditentukan pada kelas hipergraf tertentu. Salah satu

sifat spektral dari graf yang telah dikembangkan pada hipergraf Cayley dapat dite-

mukan dalam [7]. Dalam makalah ini, dipelajari dua kelas hipergraf yang memiliki

hubungan struktur dan sifat yang bersesuaian dengan struktur dan sifat bidang

proyektif orde 2 dan Latin square orde 3. Bidang proyektif orde 2 disebut juga

dengan bidang Fano. Dapat ditunjukkan bahwa kedua kelas hipergraf tersebut

adalah integral.

Operasi pada hipergraf adalah suatu cara untuk mengkonstruksi suatu hipergraf

dengan struktur yang lebih besar. Salah satu operasi pada hipergraf yang biasa

dipelajari adalah operasi kali Kartesius. Sifat-sifat yang dipenuhi oleh operasi kali

Kartesius tersebut adalah sifat komutatif, assosiatif, dan distributif. Dalam makalah

ini juga ditentukan hipergraf hasil operasi kali Kartesius dari bidang Fano dan Latin

square orde 3. Selanjutnya, dapat dibuktikan bahwa operasi kali Kartesius pada

hipergraf mempertahankan sifat keintegralan.

2. Hipergraf dan Hipergraf Hasil Operasi Kali Kartesius

Pada bagian ini, akan dibahas terlebih dahulu definisi dari hipergraf, dinotasikan

sebagai H (V, E).

Definisi 2.1. [6] Misalkan n dan m adalah dua bilangan bulat positif. Suatu

hipergraf berorde n dan berukuran m adalah struktur H (V, E), dengan V =

{v1, v2, · · · , vn} adalah himpunan hingga dan E = {E1, E2, · · · , Em} adalah koleksi

hingga dari himpunan bagian V yang memenuhi

Ei ̸= ∅ ∀i ∈ {1, 2, · · · ,m} dan
⋃
i

Ei = V.

Unsur-unsur di V disebut titik dan unsur-unsur di E disebut hipersisi.
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Hipergraf yang didefinisikan dalam makalah ini adalah hipergraf sederhana. Su-

atu hipergraf dikatakan sederhana, jika tidak ada hipersisi yang merupakan sub-

himpunan atau sama dengan hipersisi lainnya dan setiap hipersisi memuat paling

sedikit dua titik. Sedangkan suatu hipergraf dikatakan linear, jika tidak terdapat

dua hipersisi yang beririsan pada lebih dari satu titik. Suatu hipergraf yang semua

hipersisinya mempunyai kardinalitas sama, yaitu r, disebut hipergraf r-seragam.

Derajat titik vi ∈ V , dinotasikan sebagai δ(vi), menyatakan banyaknya hipersisi

yang memuat titik vi. Suatu hipergraf dikatakan δ-reguler jika setiap titik vi ∈ V

mempunyai derajat sama, yaitu, δ.

Kelas hipergraf yang dipelajari dalam makalah ini adalah kelas hipergraf yang

memiliki hubungan struktur dan sifat yang bersesuaian dengan struktur dan sifat

bidang proyektif orde 2, disebut juga dengan bidang Fano, dan Latin square orde

3. Secara umum, definisi bidang proyektif orde n dapat ditemukan dalam [8].

Definisi 2.2. [8] Bidang proyektif orde n dengan n > 0, adalah koleksi dari n2 +

n+ 1 garis dan n2 + n+ 1 titik sedemikian sehingga:

(1) setiap garis memuat n+ 1 titik,

(2) setiap titik termuat pada n+ 1 garis,

(3) untuk sebarang dua garis beririsan pada tepat satu titik, dan

(4) untuk sebarang dua titik yang berbeda terletak pada tepat satu garis.

Selanjutnya, diperkenalkan juga definisi Latin square orde k yang dapat dite-

mukan dalam [9].

Definisi 2.3. [9] Latin square orde k adalah persegi berukuran k × k dengan ele-

mennya adalah k simbol berbeda, sedemikian sehingga setiap simbol muncul tepat

satu kali pada setiap baris dan setiap kolom.

Suatu hipergraf dapat direpresentasikan dalam bentuk matriks ketetanggaan.

Dua titik dikatakan bertetangga, jika terdapat suatu hipersisi yang memuat ke-

dua titik tersebut. Definisi matriks ketetanggaan suatu hipergraf dijelaskan sebagai

berikut.

Definisi 2.4. [6] Misalkan H (V, E) adalah hipergraf berorde n, berukuran m. Ma-

triks ketetanggaan dari H (V, E) adalah matriks M yang entri-entrinya mij, dengan

mij =

{
|{Ek ∈ E : {vi, vj} ⊂ Ek}| , jika i ̸= j,

0, jika i = j.

Misalkan nilai karakteristik yang berbeda dari M adalah λ1 > λ2 > · · · >

λs dan multiplisitasnya berturut-turut adalah m(λ1),m(λ2), · · · ,m(λs). Spektrum

dari hipergraf H (V, E), didefinisikankan sebagai

Sp H =

(
λ1 λ2 · · · λs

m(λ1) m(λ2) · · · m(λs)

)
.

Salah satu cara untuk mengkonstruksi hipergraf dengan struktur yang lebih

besar adalah operasi pada hipergraf. Operasi pada hipergraf yang digunakan adalah

operasi kali Kartesius, yang definisinya dapat ditemukan dalam [10].
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Definisi 2.5. [10] Misalkan H1 = H1 (V1, E1) adalah hipergraf orde s dan H2 =

H2 (V2, E2) adalah hipergraf orde t. Hipergraf hasil operasi kali Kartesius H1 dan H2

adalah hipergraf H (V, E) = H1□H2 dengan himpunan titik V = V1 × V2 dan hiper-

sisi E = {x× F : x ∈ V1, F ∈ E2} ∪ {E × y : E ∈ E1, y ∈ V2}, sehingga himpunan

{(x1, y), (x2, y), . . . , (xp, y)} , p ≤ s atau {(x, y1), (x, y2), . . . , (x, yq)} , q ≤ t adalah

adalah hipersisi di E.

Spektrum dari hipergraf hasil operasi Kartesius dapat ditentukan dengan me-

manfaatkan sifat nilai karakteristik dari matriks jumlah Kronecker dari dua matriks

yang dijelaskan dalam teorema berikut ini.

Teorema 2.6. [11] Misalkan A adalah matriks real berukuran n×n dan B adalah

matriks real berukuran m×m. Misalkan pula

σ(A) = {λi : i = 1, 2, · · · , kA}

adalah himpunan semua nilai karakteristik yang berbeda dari A dan

σ(B) = {µj : j = 1, 2, · · · , kB}

adalah himpunan semua nilai karakteristik yang berbeda dari B. Jika λ ∈ σ(A)

bersesuaian dengan vektor karakteristik x ∈ Rn dan µ ∈ σ(B) bersesuaian dengan

vektor karakteristik y ∈ Rm maka λµ adalah nilai karakteristik dari A ⊗ B yang

bersesuaian dengan vektor karakteristik x⊗ y ∈ Rmn. Lebih lanjut,

σ(A⊗B) = {λiµj : i = 1, 2, · · · , kA; j = 1, 2, · · · , kB}

adalah himpunan semua nilai karakteristik dari A⊗B.

3. Hipergraf Integral Hasil Operasi Kali Kartesius Bidang Fano

dan Latin Square orde 3

Bidang Fano atau bidang proyektif orde 2 dan Latin square orde 3 memiliki

hubungan struktur dan sifat yang bersesuaian dengan hipergraf. Lemma berikut ini

menjelaskan bahwa bidang Fano atau bidang proyektif berorde 2 dapat direpresen-

tasikan sebagai hipergraf P2(V, E) dan Latin square orde 3 dapat direpresentasikan

sebagai hipergraf L3(V, E). Dapat ditunjukkan bahwa P2(V, E) dan L3(V, E) adalah
hipergraf integral.

Lema 3.1. Misalkan P2(V, E) adalah hipergraf yang bersesuaian dengan bidang

proyektif orde 2. Maka hipergraf P2(V, E) adalah hipergraf integral.

Bukti. Berdasarkan Definisi 2.2, bidang proyektif orde 2 adalah koleksi dari 7 garis

dan 7 titik sedemikian sehingga setiap garis memuat 3 titik, setiap titik termuat

pada 3 garis, untuk sebarang dua garis beririsan pada tepat satu titik, dan untuk

sebarang dua titik yang berbeda terletak pada tepat satu garis. Bidang proyektif

orde 2 dapat direpresentasikan sebagai Hipergraf P2(V, E) dengan himpunan titik

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},
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dan koleksi hipersisi adalah

E = {E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7}.

Bentuk hipersisi sebagai berikut:

E1 = {1, 2, 4},
E2 = {2, 3, 5},
E3 = {3, 4, 6},
E4 = {4, 5, 7},
E5 = {5, 6, 1},
E6 = {6, 7, 2},
E7 = {7, 1, 3}.

Hipergraf P2(V, E) yang terbentuk adalah hipergraf linear berorde 7, berukuran 7,

3-seragam, 3-reguler dan untuk sebarang dua titik u, v ∈ V , terdapat tepat satu

hipersisi E ∈ E sehingga u ∈ E dan v ∈ E. Matriks ketetanggaan dari P2(V, E)
adalah sebagai berikut:

M1 =



0 1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1 1

1 1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1 0


.

Diperoleh spektrum dari P2(V, E) yaitu:

Sp P2(V, E) =
(
−1 6

6 1

)
.

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa Hipergraf P2(V, E) adalah hipergraf

integral.

Selanjutnya, dijelaskan juga sifat keintegralan dari Latin square orde 3 dalam

Lema berikut ini.

Lema 3.2. Misalkan L3(V, E) adalah hipergraf yang bersesuaian dengan Latin

square orde 3. Hipergraf L3(V, E) adalah hipergraf integral.

Bukti. Misalkan tripel (s, r, c) menyatakan simbol s muncul pada baris ke-r dan

kolom ke-c. Berdasarkan Definisi 2.3, Latin square orde 3 adalah himpunan yang

elemen-elemennya (s, r, c) dengan s ∈ S = {1, 2, 3}, r ∈ R = {1′, 2′, 3′}, c ∈ C =

{1”, 2”, 3”}. Semua kemungkinan triple yang terbentuk adalah sebanyak 32 = 9,

yaitu:

(1, 1′, 1”) , (2, 1′, 2”) , (3, 1′3”) ,

(1, 2′, 2”) , (2, 2′, 3”) , (3, 2′, 1”) ,

(1, 3′, 3”) , (2, 3′1”) , (3, 3′2”) .
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Latin square orde 3 dapat direpresentasikan sebagai hipergraf L3(V, E) dengan him-

punan titik:

V = S ∪R ∪ C = {1, 2, 3, 1′, 2′, 3′, 1”, 2”, 3”} ,
= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} .

dan hipersisi adalah triple pada Latin square orde 3, yaitu:

E1 = {1, 4, 7} E4 = {2, 4, 8}, E7 = {3, 4, 9},
E2 = {1, 5, 8} E5 = {2, 5, 9}, E8 = {3, 5, 7},
E3 = {1, 6, 9} E6 = {2, 6, 7}, E9 = {3, 6, 8},

sehingga

E = {E1, E2, · · · , E9} .

Hipergraf L3(V, E) yang terbentuk adalah hipergraf linear 3-seragam, 3-reguler

berorde 9, dan berukuran 9. Matriks ketetanggaan dari L3(V, E) adalah sebagai

berikut:

M2 =



0 0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0


.

Diperoleh spektrum dari L3(V, E) yaitu

Sp L3(V, E) =
(
−3 0 6

2 6 1

)
.

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa Hipergraf L3(V, E) adalah hipergraf

integral.

Selanjutnya, dipelajari sifat keintegralan suatu kelas hipergraf baru yang diper-

oleh dari hasil operasi kali Kartesius P2(V, E) dan L3(V, E) yang dinyatakan dalam

teorema berikut ini.

Teorema 3.3. Misalkan H(V, E) adalah hipergraf hasil operasi kali Kartesius

P2(V, E) dan L3(V, E). Matrik ketetanggaan dari P2(V, E) adalah M1 dan matrik

ketetanggaan dari L3(V, E) adalah M2. Matriks ketetanggaan dari H(V, E) dapat

diekspresikan sebagai

M = I9×9 ⊗M1 +M2 ⊗ I7×7.

Bukti. Berdasarkan Definisi 2.5, diketahui bahwa H(V, E) memuat 9-salinan

P2(V, E) dan berorde

|V (P2(V, E))× V (L3(V, E)| = 63.
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Matriks ketetanggaan dari H(V, E) berbentuk matriks bloks, yaitu matriks M =

[Mij ] dengan Mij = M1 untuk i = j dan i = 1, 2, · · · , 9 dan j = 1, 2, · · · , 9.
Karena hipersisi yang memuat titik dari setiap salinan P2(V, E) bersesuaian dengan

hipersisi dari L3(V, E), maka untuk i ̸= j, Mij adalah matriks diagonal dengan

elemen diagonalnya menyatakan hubungan ketetanggaan titik dari L3(V, E), yakni
m = |{{yi, yj} ⊂ E : E ∈ E}|. Karena itu Mij = m[I]7×7 . Sehingga Matriks kete-

tanggaan dari hipergraf H(V, E), dapat dituliskan sebagai

M = I9×9 ⊗M1 +M2 ⊗ I7×7.

Akibat 3.4. Hipergraf hasil operasi kali Kartesius P2(V, E) dan L3(V, E),
H(V, E) = P2(V, E)□L3(V, E), adalah hipergraf integral

Bukti. MisalkanM1 adalah matriks ketetanggaan dari P2(V, E) dengan nilai karak-

teristik {λi} : i ∈ {1, 2, · · · , 7} yang bersesuian dengan vektor karakteristik

xi ∈ R7 : i ∈ {1, 2, · · · , 7} dan M2 adalah matriks ketetanggaan dari L3(V, E)
dengan nilai karakteristik {µj} : j ∈ {1, 2, · · · , 9} yang bersesuian dengan vektor

karakteristik yj ∈ R9 : j ∈ {1, 2, · · · , 9}. Karena matriks ketetanggaan dari H(V, E)
dapat diekspresikan sebagai

M = I9×9 ⊗M1 +M2 ⊗ I7×7.

berdasarkan Teorema 2.4., nilai karakteristik M adalah

{λi + µj} : i ∈ {1, 2, · · · , 7} , j ∈ {1, 2, · · · , 9}

yang bersesuaian dengan vektor karakteristik xi ⊗ yj ∈ R63. Karena

{λi} : i ∈ {1, 2, · · · , 7} , {µi} : i ∈ {1, 2, · · · , 9}

adalah bilangan bulat,

{λi + µj} : i ∈ {1, 2, · · · , 7} , j ∈ {1, 2, · · · , 9}

adalah bilangan bulat. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa Hipergraf

H(V, E) = P2(V, E)□L3(V, E) adalah hipergraf integral.

4. Kesimpulan

Lema 3.1 dan Lema 3.2 menjelaskan bahwa hipergraf yang bersesuaian dengan

bidang Fano, P2(V, E), dan hipergraf yang bersesuaian dengan Latin square orde

3, L3(V, E), adalah hipergraf integral. Dalam Teorema 3.3 dan Akibat 3.4, telah

ditunjukkan pula bahwa kelas hipergraf baru yang dibangun dari hasil operasi kali

Kartesius P2(V, E) dan L3(V, E) adalah hipergraf integral juga. Dengan demikian,

dapat disimpulkan bahwa operasi kali Kartesius pada P2(V, E) dan L3(V, E) dapat
mengawetkan sifat keintegralan.
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