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Abstrak. Tuberkulosis (TB) yang disebabkan oleh Mycobacterium tuberculosis
(MTb) merupakan penyakit menular yang terutama menyerang paru-paru dan masih

menjadi salah satu penyebab utama kematian global. Artikel ini mengkaji dinamika

interaksi antara sistem imun tubuh dan bakteri MTb melalui model matematika berba-
sis persamaan diferensial fraksional, dengan mempertimbangkan efek vaksinasi. Model

fraksional tipe Caputo–Fabrizio digunakan karena memiliki kernel nonsingular, sehingga

lebih sesuai dalam merepresentasikan proses biologis yang memungkinkan pencatatan
memori sistem, yaitu ketergantungan terhadap seluruh riwayat keadaan sebelumnya,

serta ketergantungan temporal, yakni pengaruh waktu lokal terhadap dinamika saat ini.

Analisis dilakukan terhadap kestabilan titik kesetimbangan dan simulasi numerik untuk
melihat pengaruh variasi orde fraksional. Ditemukan dua titik kesetimbangan: titik be-

bas infeksi yang stabil jika R0 < 1, dan titik endemik yang stabil jika R0 > 1 serta
terpenuhinya kondisi kestabilan lokal dari sistem. Simulasi menunjukkan bahwa semakin

kecil orde fraksional α, semakin kuat efek memori yang mempercepat sistem mencapai

kestabilan, memperlihatkan pengaruh signifikan dari parameter ini terhadap dinamika
respons imun. Hasil ini diharapkan memberikan wawasan baru dalam pengendalian in-

feksi TB secara lebih efektif melalui pendekatan model fraksional.

Kata Kunci : Mycobacterium tuberculosis, Caputo Fabrizio, Fraksional, sel imun

Abstract. Tuberculosis caused by the bacterium Mycobacterium tuberculosis, is a
major infectious disease that affects the lungs and is still a global cause of death. This
article examines the dynamics of the interaction between the immune system and the

MTB bacteria using a mathematical model based on fractional differential equations,
taking into account the effects of vaccination. The Caputo–Fabrizio fractional model

is used because it has a non-singular kernel, making it more suitable for representing

biological processes that allow for the system’s memory, i.e., dependence on the entire
previous state history, and temporal dependence, i.e., the influence of local time on cur-
rent dynamics. An analysis of the equilibrium point stability and numerical simulations

were performed to examine the effect of varying the fractional order. Two equilibrium
points were found: a stable infection-free point if R0 < 1, and a stable endemic point if
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R0 > 1 and the system’s local stability conditions are met. Simulations show that the
smaller the fractional order α, the stronger the memory effect, accelerating the system’s

attainment of stability, demonstrating the significant influence of this parameter on the

dynamics of the immune response. These results are expected to provide new insights
into more effective TB infection control through a fractional model approach.

Keywords: Mycobacterium tuberculosis, Caputo Fabrizio, Fractional, immune cell

1. Pendahuluan

Tuberkulosis adalah penyakit menular yang disebabkan oleh bakteri Mycobacterium

tuberculosis dan menjadi salah satu penyebab utama kematian di seluruh dunia se-

belum pandemi COVID-19, bahkan melebihi HIV/AIDS. Pada tahun 2021, WHO

melaporkan bahwa ada 10,6 juta kasus tuberkulosis, meningkat dari 10 juta pada

tahun 2020. Dari jumlah ini, 60,3% telah dilaporkan dan mendapatkan pengobatan,

sementara 39,7% belum didiagnosis. Kasus terbanyak terjadi di Asia Tenggara,

Afrika, dan Pasifik Barat. Negara-negara dengan jumlah kasus tertinggi termasuk

India, Indonesia, Filipina, Pakistan, Nigeria, Bangladesh, dan Republik Demokratik

Kongo [1]. Indonesia berada pada posisi kedua setelah India dalam jumlah penderita

tuberkulosis terbanyak di dunia. Pada tahun 2021, terdapat 443.235 kasus baru

yang ditemukan dan diobati di Indonesia dari perkiraan 969.000 kasus, yang ber-

arti masih ada 525.765 kasus yang belum diobati [2]. Untuk mengatasi masalah ini,

pemerintah Indonesia telah melaksanakan berbagai upaya penanggulangan melalui

Rencana Pembangunan Jangka Menengah Nasional (RPJMN) 2020-2024, dengan

tujuan menurunkan kasus tuberkulosis menjadi 190 per 100.000 penduduk pada

tahun 2024 [3]. Upaya ini melibatkan peningkatan kualitas hidup dengan membu-

dayakan perilaku hidup sehat dan meningkatkan daya tahan tubuh.

Penelitian tentang tuberkulosis terus dilakukan untuk memahami lebih dalam

tentang penyakit ini. Penelitian oleh [4] menunjukkan bahwa kondisi fisik individu

yang mengandung bakteri Mycobacterium tuberculosis memiliki risiko tiga kali lebih

besar terkena tuberkulosis. Beberapa pemodelan matematika terkait penyakit tu-

berkulosis tingkat sel telah disusun, seperti dalam [5,6,7,8]. Zhang dkk. [5] meng-

analisis solusi dan perkembangan penyakit dalam model tuberkulosis dalam tubuh,

mengidentifikasi faktor yang mempengaruhi progresi infeksi. Sementara itu, Pa-

galay dan Handono [6] mempertimbangkan pengaruh usia dalam interaksi makrofag,

sel T, dan sitokin, yang menunjukkan variasi respons imun berdasarkan usia indi-

vidu yang terinfeksi. Selanjutnya Adi [7] membahas pendekatan kontrol optimal

untuk menekan populasi bakteri di dalam tubuh, menawarkan strategi parame-

terisasi dalam penanganan infeksi. Selain itu, Adi dan Thobirin [8] menunjukkan

fenomena bifurkasi backward dalam model tuberkulosis, yang menunjukkan kon-

disi di mana infeksi tetap bertahan meskipun laju infeksi rendah. Mondragon dkk.

[9] telah mengembangkan model untuk memahami imunologi seluler tuberkulosis,

yang menyoroti kompleksitas respons imun seluler terhadap infeksi. Sedangkan Rah-

mawati dan Adi [10] mempelajari respons sel imun terhadap Mycobacterium tu-

berculosis, yang memberikan wawasan tambahan mengenai peran sel imun dalam

pengendalian infeksi. Selanjutnya Zhang [11] mengeksplorasi model deterministik

dan stokastik untuk kombinasi terapi yang berfokus pada bakteri dan manusia se-
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bagai inang dan menyoroti pentingnya pendekatan kombinasi dalam penanganan

tuberkulosis. Sedangkan Flores-Garza [12] menganalisis bifurkasi pada model pro-

gresi tuberkulosis untuk mengidentifikasi target obat, yang membuka peluang untuk

intervensi terapeutik yang lebih efektif. Studi-studi ini memberikan wawasan ten-

tang faktor-faktor yang memengaruhi keberhasilan pengendalian tuberkulosis dan

progresinya dalam tubuh manusia. Dalam penelitian ini, model-model dari peneli-

tian sebelumnya dikembangkan menggunakan turunan fraksional Caputo-Fabrizio

untuk memahami dinamika interaksi sistem imun terhadap infeksi tuberkulosis serta

mencari titik kesetimbangan sistem, kestabilan, dan melakukan simulasi numerik.

Model Caputo–Fabrizio telah secara luas digunakan dalam mendeskripsikan

penyakit menular dan respon kekebalan tubuh, baik pada tingkat populasi [13]

dan multi-skala [14]. Studi terbaru oleh Olayiwola & Yunus [15] pada dinamika

virus dengue dalam tubuh inang menunjukkan bahwa pendekatan fraksional dengan

turunan Caputo secara efektif merepresentasikan interaksi imun adaptif terhadap

infeksi virus. Hasil penelitian tersebut memperkuat peran penting orde fraksional

dalam mengontrol dinamika infeksi in-host dan sekaligus mengarahkan penggunaan

pendekatan serupa pada kasus infeksi Mycobacterium tuberculosis.

2. Landasan Teori

Pada bagian ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema yang akan digunakan

diantaranya turunan fraksional tipe Caputo dan Caputo-Fabrizio, sistem persamaan

diferensial fraksional, titik ekuilibrium, linierisasi, bilangan reproduksi dasar, dan

interpolasi Lagrange.

Definisi 2.1. [16] Fungsi Gamma (Γ) didefinisikan sebagai berikut.

Γ(n) =

∫ ∞

0

e−xxn−1dx, untuk n > 0. (2.1)

Oleh karena itu,

Γ(n+ 1) = nΓ(n), (2.2)

yang mengarah pada hasil bahwa Γ(n+ 1) = n! ketika n ∈ N.

Definisi 2.2. [17] Turunan fraksional Caputo dengan order α didefinisikan dengan:

(Ct0D
α
t f(t)) =

1

Γ(n− α)

∫ t

t0

f (n)(x)

(t− x)α+1−n
dx, (2.3)

untuk n− 1 < α < n.

Definisi 2.3. [18] Diberikan sebuah fungsi f : [0,+∞] → R. Turunan fraksional

tipe Caputo-Fabrizio dengan orde α direpresentasikan dengan persamaan:

(CF
t0 Dα

t f(t)) =
M(α)

1− α

∫ t

t0

f ′(x) exp

[
−α(t− x)

1− α

]
dx, (2.4)

dengan M(α) merepresentasikan bentuk normalisasi dengan M(0) = M(1) = 1.

Kelebihan dari turunan fraksional ini adalah terhindar dari singularitas yang

terdapat pada turunan fraksional Caputo yang diusulkan [11]. Integral fraksional
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Caputo-Fabrizio untuk suatu fungsi didefinisikan sebagai rata-rata antara fungsi itu

sendiri dan integralnya, sehingga diperoleh rumus eksplisit dari M(α):

M(α) =
2

2− α
, 0 ≤ α ≤ 1.

Definisi 2.4. [19] Sistem persamaan diferensial fraksional dimensi n dinyatakan

sebagai berikut:

Dαx1(t) = b11x1(t) + b12x2(t) + · · ·+ b1nxn(t),

Dαx2(t) = b21x1(t) + b22x2(t) + · · ·+ b2nxn(t),

...

Dαxn(t) = bn1x1(t) + bn2x2(t) + · · ·+ bnnxn(t),

(2.5)

dimana Dα menyatakan operator turunan dari xi berorde fraksional α dengan 0 <

α ≤ 1 dan i = 1, 2, 3, · · · , n.

Definisi 2.5. [20] Diberikan suatu sistem persamaan diferensial ẋ = f(x) yang

memiliki penyelesaian x(t, x0) dengan keadaan awal x(0) = x0. Vektor x̄ yang

memenuhi f(x̄) = 0 disebut dengan titik kesetimbangan atau titik ekuilibrium.

Definisi 2.6. [20] Diberikan sistem persamaan diferensial non-linier:

ẋ = f(x), (2.6)

dimana f = (f1, f2, . . . , fn) dengan fi ∈ C ′(E,R), dan fi adalah fungsi kontinu

pada E, untuk i = 1, 2, . . . , n. Matriks Jacobian dari f(x̄) dinyatakan sebagai:

Jf(x̄) =


∂f1
∂x1

(x̄) ∂f1
∂x2

(x̄) · · · ∂f1
∂xn

(x̄)
∂f2
∂x1

(x̄) ∂f2
∂x2

(x̄) · · · ∂f2
∂xn

(x̄)
...

...
. . .

...
∂fn
∂x1

(x̄) ∂fn
∂x2

(x̄) · · · ∂fn
∂xn

(x̄)

 . (2.7)

Persamaan (2.7) disebut dengan matriks Jacobian dari f(x̄).

Definisi 2.7. [20] Diberikan matriks Jf(x̄) pada sistem (2.7), sistem linier ẋ =

Jf(x) disebut linierisasi sistem (2.6) di sekitar titik x̄.

Definisi 2.8. [21] Bilangan reproduksi dasar, R0, dalam model kompartemen

penyakit, mengacu pada kompartemen yang berisi individu terinfeksi yang disebut

kompartemen penyakit.

Model ini dinyatakan dengan persamaan:

ẋ = F (x, y)− V (x, y), (2.8)

di mana F adalah laju individu yang masuk ke kelas terinfeksi, dan V adalah laju

individu yang keluar dari kelas terinfeksi. Dengan melakukan linearisasi pada titik

kesetimbangan bebas infeksi, persamaan ini menghasilkan bentuk:

ẋ = (F − V )x, (2.9)
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dengan F dan V sebagai matriks berukuran n × n. Selanjutnya, matriks next

generation G didefinisikan sebagai:

G = FV −1. (2.10)

Bilangan reproduksi dasar R0 adalah nilai eigen dominan (radius spektral) dari

matriks G, yang ditulis sebagai:

R0 = ρ(G) = ρ(FV −1). (2.11)

Definisi 2.9. [16] Titik ekuilibrium x̄ dari sistem 2.6 stail asimtotik lokal jika

semua nilai eigen dari matriks Jacobian di x̄ memenuhi |arg(λi)| > απ/2.

3. Pembahasan

3.1. Formulasi model

Model matematika yang dibahas dalam penelitian ini adalah model dinamika in-

teraksi sistem imun tubuh terhadap Mycobacterium tuberculosis merujuk pada

[5],[9],[10] dengan memperhatikan pemberian vaksinasi tuberkulosis. Model ini

mendeskripsikan dinamika interaksi sistem imun tubuh terhadap infeksi Mycobac-

terium tuberculosis. Dalam pemodelan tuberkulosis beberapa asumsi yang gu-

nakan terkait populasi makrofag, yaitu ada makrofag tidak terinfeksi yang memiliki

peluang menjadi terinfeksi karena berinteraksi dengan bakteri. Selain itu terda-

pat makrofag tervaksinasi dengan mempertimbangan pemberian vaksin. Kematian

yang disebabkan selain terinfeksi bakteri bisa disebut sebagai kematian alami. Per-

tumbuhan bakteri dan sel T mengikuti pertumbuhan makrofag terinfeksi. Model

dinamika interaksi sistem sistem imun terhadap infeksi bakteri Mycobacterium tu-

berculosis dengan pemberian vaksinasi dijelaskan pada diagram alir seperti dalam

Gambar 1. Adapun parameter yang digunakan disajikan dalam Tabel 1. Dalam

model ini diasumsikan bahwa pertumbuhan makrofag tervaksinasi, αMV
lebih be-

sar daripada kematian alami makrofag, µV .

Berdasarkan Gambar 1 diperoleh sistem persamaan diferensial sebagai berikut:

dMU (t)

dt
= ΛU − αMvMV (t)− βB(t)MU (t)− µUMU (t),

dMV (t)

dt
= αMvMV (t)− ρBMV (t)− µV MV (t),

dMI(t)

dt
= βB(t)MU (t) + ρBMV (t)− αTMI(t)T (t)− µIMI(t),

dB(t)

dt
= rµIMI(t) + v(1− B(t)

K )B(t)− γuMU (t)B(t)− µBB(t),

dT (t)

dt
= k(1− T (t)

Tmax
)MI(t)− µTT (t).

(3.1)

Untuk lebih menyederhanakan model, digunakan variabel non-dimensi berikut:

MU =
MU (t)

ΛU/µU
, MI =

MI(t)

ΛU/µU
, B =

B

K
, T =

T (t)

Tmax
.
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Gambar 1. Diagram alir bakteri, makrofag dan sel T

Tabel 1. Definisi parameter dan syarat-syaratnya

Notasi Keterangan

ρ Laju infeksi bakteri pada makrofag tervaksinasi

β Laju infeksi bakteri

αT Laju pertumbuhan sel T

αMv
Laju pertumbuhan makrofag tervaksinasi

µU Kematian alami makrofag yang tidak terinfeksi

µV Kematian alami makrofag yang tervaksinasi

µI Kematian alami makrofag terinfeksi

µB Kematian alami bakteri

µT Kematian alami sel T

v Laju pertumbuhan bakteri

r Jumlah rata-rata produksi bakteri pada makrofag terinfeksi

k Laju pertumbuhan makrofag terinfeksi

γU Kematian bakteri karena makrofag yang tidak terinfeksi

Substitusi ke sistem (3.1) diperoleh

dMU (t)

dt
= µU − αMvMV (t)− βB(t)MU (t)− µUMU (t),

dMV (t)

dt
= αMvMV (t)− ρBMV (t)− µV MV (t),

dMI(t)

dt
= βB(t)MU (t) + ρBMV (t)− αTMI(t)T (t)− µIMI(t),

dB(t)

dt
= rµIMI(t) + v(1−B(t))B(t)− γuMU (t)B(t)− µBB(t),

dT (t)

dt
= k(1− T (t))MI(t)− µTT (t),

(3.2)
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dimana

αT = αTTmax, β = βK, γu =
γuΛU

µU
, r =

rΛU

KµU
, k =

kΛU

µU
. (3.3)

Model fraksional dinamika interaksi sistem imun tubuh terhadap Mycobac-

terium tuberculosis dengan turunan fraksional Caputo-Fabrizio untuk t > 0 dan

α ∈ (0, 1) adalah sebagai berikut.

CFDα
t MU (t) = µU − αMvMV (t)− βB(t)MU (t)− µUMU (t),

CFDα
t MV (t) = αMvMV (t)− ρBMV (t)− µV MV (t),

CFDα
t MI(t) = βB(t)MU (t) + ρBMV (t)− αTMI(t)T (t)− µIMI(t),

CFDα
t B(t) = rµIMI(t)− γuMU (t)B(t) + v(1−B(t))B(t)− µBB(t),

CFDα
t T (t) = kMI(t)(1− T (t))− µTT (t),

(3.4)

dengan kondisi kondisi awal sebagai berikut:

MU (0),MV (0),MI(0), B(0), T (0) ≥ 0. (3.5)

3.2. Titik Ekuilibrium dan Bilangan Reproduksi Dasar

Hal penting yang perlu dibahas dalam model penyebaran penyakit adalah menen-

tukan titik ekuilibrium dan analisis kestabilannya. Pada bagian ini akan dianali-

sis kasus jika pemberian vaksin efektif mencegah terjadinya infeksi. Dalam hal ini

Makrofag yang telah tervaksin tidak akan terperpapar bakteri, sehingga ρ = 0.

Selanjutnyaa titik ekuilibrium dapat ditentukan dengan menyelesaikan persamaan

berikut:

CFDα
t MU (t) = µU − αMvMV − βBMU (t)− µUMU = 0,

CFDα
t MV (t) = αMvMV − µV MV = 0,

CFDα
t MI(t) = βBMU − αTMIT − µIMI = 0,

CFDα
t B(t) = rµIMI + v(1−B)B − γuMUB − µBB = 0,

CFDα
t T (t) = k(1− T )MI − µTT = 0.

(3.6)

Diperoleh titik ekuilibrium bebas infeksi E0 = (MU ,MV ,MI , B, T ) = (1, 0, 0, 0, 0).

Berikutnya ditentukan bilangan reproduksi dasar. Bilangan reproduksi dasar

atau R0 digunakan untuk menunjukkan jumlah perkiraan infeksi sekunder yang

timbul akibat satu sel terinfeksi primer. Bilangan reproduksi atau R0 diperoleh

menggunakan matriks generasi selanjutnya. Diketahui titik ekuilibrium bebas in-

feksi E0 = (1, 0, 0, 0, 0). Pada model matematika dinamika interaksi sistem imun

tubuh terhadapMycobacterium tuberculosis dengan memperhatikan vaksinasi, kelas

yang menyebabkan infeksi yaitu populasi MI dan populasi B. Persamaan diferensial

yang digunakan adalah sebagai berikut.

CFDα
t MI = βBMU − αTMIT − µIMI ,

CFDα
t B = rµIMI + v(1−B)B − γuMUB − µBB.

Sehingga diperoleh R0 sebagai berikut:

R0 =
βr + v

γu + µB
.
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3.3. Analisis Kestabilan Titik Ekuilibrium

Analisis mengenai kestabilan titik ekuilibrum pada sistem (3.6) diberikan oleh teo-

rema berikut.

Teorema 3.1. Titik ekuilibrium bebas infeksi E0 = (MU ,MV ,MI , B, T ) =

(1, 0, 0, 0, 0) stabil asimtotik lokal jika R0 < 1.

Bukti. Matriks Jacobian sistem (3.6) di titik E0 = (1, 0, 0, 0, 0) adalah:

J(E0) =


−µU −αMv 0 −β 0

0 αMv − µV 0 0 0

0 0 −µI β 0

0 0 rµI v − γu − µB 0

0 0 k 0 −µT

 , (3.7)

dengan nilai eigen:

λ1 = −µU , λ2 = −(αMv − µV ), λ3 = −µT ,

dan dua nilai eigen lainnya adalah akar dari:

0 = λ2 + (γu + µB − v + µI)λ+ µI(γu + µB − v − βr),

= λ2 + (µI + βr + (γu + µB))(R0 − 1)λ+ µI(γu + µB)(R0 − 1),

yang memiliki akar real negatif atau |arg(λi)| > απ/2 jika R0 < 1. Dengan demikian

titik ekuilibrium bebas infeksi E0 = (1, 0, 0, 0, 0) stabil asimtotik lokal jika R0 < 1.

Selanjutnya, kestabilan titik ekuiibrium infeksi ditunjukkan dalam Teorema 3.2

berikut.

Teorema 3.2. Titik ekuilibrium infeksi E1 bersifat stabil asimtotik lokal jika R0 >

1 memenuhi syarat U > 0, Bvβ + µU (γu + µB)(R0 − 1) > Z, λ = −D < 0, dan

S3S2S1 − (S2
1 + S2

3S0) > 0.

Bukti.

J(E1) =


−D −G 0 −K 0

0 G−H 0 0 0

E 0 −I K −M

−F 0 J −L+ v 0

0 0 k − kT 0 −N


Untuk mendapatkan nilai eigen yang negatif dari matriks J(E1), dibentuk per-

samaan karakteristik:

det(λI − J(E1)) = 0,

atau:

(λ+D)(λ4 + S3λ
3 + S2λ

2 + S1λ+ S0) = 0, (3.8)
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dimana:

S3 = (L− v + I +H −G+N),

S2 = (L− v +H −G+N)I + (L− v +H −G)N + (L− v)H + (v − L)G,

S1 = (L− v +N)HI − (L− v +N)GI + (I +H −G)N + (G− I −H)vN,

S0 = (L− v)HIN + (L− v)GIN.

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, akar-akar persamaan (3.8) akan memiliki

bagian real negatif jika dan hanya jika S3S2S1 − (S2
1 + S2

3S0) > 0, U > 0, dan

Bvβ+µU (γu+µB)(R0− 1) > Z sehingga |arg(λi)| > απ/2, i = 1, 2, 3, 4 terpenuhi.

4. Simulasi Numerik

4.1. Titik Ekuilibrium Bebas Infeksi

Untuk keperluan simulasi digunakan nilai-nilai parameter yang diperoleh dari

referensi terkait, diberikan dalam Tabel 2.

Tabel 2. Parameter dan nilai beserta sumbernya

Parameter Nilai Sumber

β 0.4− 2.5× 10−8 [9,10]

αT 2.5× 10−1(10−4, 10−5) [9,10]

µU 0.0033− 0.025 [9,10]

αMv 2.5× 10−5 asumsi

µV 0.01 asumsi

µI 0.11− 0.4 [9,10]

µB 0.1− 0.52 [9,10]

µT 0.2 [10]

r 0.1 [10]

v 0.4 [10]

k 0.484848 [10]

γU 1.25× 10−8 [10]

Simulasi terkait titik ekuilibrium bebas infeksi E0 = (MU ,MV ,MI , B, T ) =

(1, 0, 0, 0, 0) dengan orde satu atau dengan persamaan diferensial biasa dilakukan

dengan nilai parameter β = 2.5× 10−8, αT = 2.5× 10−5, µB = 0.5, µU = 0.02, dan

µI = 0.02. Simulasi dilakukan dalam interval t = 0 hingga t = 2000 dengan langkah

waktu 0.4 dan menggunakan nilai awal MU (0) = 0.2, MV (0) = 0.6, MI(0) = 0.4,

B(0) = 0.8, dan T (0) = 0. Grafik interaksi MU , MV , MI , B, dan T terhadap t

dapat dilihat pada Gambar 2.

Gambar 2 merupakan grafik interaksi antara makrofag tidak terinfeksi, makrofag

tervaksinasi, makrofag terinfeksi, Mycobacterium tuberculosis, dan sel T. Pada

grafik tersebut, makrofag tidak terinfeksi terus mengalami kenaikan hingga
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Gambar 2. Grafik interaksi MU , MV , MI , B,T dengan R0 < 1

mendekati satu, sedangkan makrofag tervaksinasi berkurang karena makrofag terse-

but sudah menjadi makrofag yang sehat, sehingga populasi makrofag tervaksinasi

menurun menuju nol. Makrofag terinfeksi dan bakteri (Mycobacterium tuberculo-

sis) terus mengalami penurunan hingga mencapai nol. Penurunan ini disebabkan

oleh interaksi dengan sel T. Makrofag terinfeksi dan bakteri menurun menuju nol

atau menjadi tidak aktif, hal ini terjadi karena sel T akan bertambah jumlahnya

ketika mendeteksi adanya sel yang terinfeksi. Akibatnya, ketika makrofag terinfeksi

mengalami penurunan, sel T juga mengalami penurunan.

4.2. Titik Ekuilibrium Infeksi

Dengan menggunakan nilai parameter β = 0.4, αT = 2.5 × 10−1, µB = 0.1, µU =

0.02, dan µI = 0.02, diperoleh satu titik ekuilibrium infeksi E1, dengan semua nilai

yang positif, yaitu:

E1 = (0.06240145323, 0, 0.1898281341, 0.7512633907, 0.3151357585).

Simulasi terhadap titik ekuilibrium infeksi E1 = (M∗
U ,M

∗
V ,M

∗
I , B

∗, T ∗) =

(0.0624, 0, 0.1898, 0.7513, 0.3151) dilakukan dengan orde satu atau dengan per-

samaan diferensial biasa. Simulasi dilakukan dalam interval t = 0 hingga t = 1000

dengan langkah waktu 0.3 dan menggunakan nilai awal MU (0) = 0.2, MV (0) = 0.6,

MI(0) = 0.4, B(0) = 0.8, dan T (0) = 0.7. Grafik interaksi MU , MV , MI , B, dan T

terhadap t dapat dilihat pada Gambar 3.

Gambar 3 menunjukkan grafik interaksi MU , MV , MI , B, dan T untuk param-

eter β = 0.4, αT = 2.5 × 10−1, dan µB = 0.1, dengan nilai awal MU (0) = 0.2,

MV (0) = 0.6, MI(0) = 0.4, B(0) = 0.8, dan T (0) = 0.7, dalam interval waktu

t = (0, 1000]. Pada Gambar 3, terlihat bahwa populasi makrofag tidak terinfeksi

mengalami penurunan hingga mendekati titik kesetimbangan, akibat adanya inter-

aksi dengan bakteri. Makrofag tervaksinasi, yang sudah menjadi makrofag yang se-

hat, menunjukkan penurunan populasi. Makrofag terinfeksi menunjukkan kenaikan

karena interaksi dengan bakteri. Bakteri sempat mengalami kenaikan, namun kemu-

dian menurun karena interaksi dengan makrofag tidak terinfeksi. Sel T mengalami
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Gambar 3. Grafik interaksi MU , MV , MI , B,T dengan R0 > 1

kenaikan akibat tingginya jumlah sel terinfeksi yang terdeteksi. Oleh karena itu,

ketika makrofag terinfeksi mengalami kenaikan, sel T juga meningkat. Hal ini dise-

babkan oleh sifat sel T yang akan bertambah jumlahnya ketika mendeteksi adanya

sel yang terinfeksi.

4.3. Simulasi Menggunakan Order Fraksional

Pada bagian ini akan dilakukan simulasi numerik dengan beberapa order fraksional

α = 0.7, 0.8, 0.9, 1 dan menggunakan parameter yang tertera pada Tabel 3. Grafik

hasil populasi makrofag tidak terinfeksi, makrofag tervaksinasi, makrofag yang ter-

infeksi, bakteri, dan sel T dapat dilihat pada Gambar 4.

Gambar 4. Grafik makrofag tidak terinfeksi dengan order berbeda

Gambar 4 menunjukkan populasi makrofag tidak terinfeksi (MU ) dengan order

fraksional α = 0.7, 0.8, 0.9, 1, serta menggunakan nilai awal yang sama. Dari grafik

tersebut, terlihat bahwa populasi makrofag tidak terinfeksi bergerak mendekati titik

ekuilibrium dalam setiap kasus order fraksional. Untuk order α = 0.7, makrofag

tidak terinfeksi lebih cepat mencapai titik ekuilibrium dibandingkan dengan order

α = 0.8, α = 0.9, dan α = 1. Hal ini menunjukkan bahwa dengan nilai order
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fraksional yang lebih rendah, sistem memiliki respons yang lebih cepat dalam men-

capai stabilitas dibandingkan dengan order yang lebih tinggi. Oleh karena itu, dapat

disimpulkan bahwa semakin kecil nilai order fraksional α, semakin cepat populasi

makrofag tidak terinfeksi menuju titik ekuilibrium.

Gambar 5. Grafik makrofag tervaksinasi dengan order berbeda

Gambar 5 menunjukkan populasi makrofag tervaksinasi (MV ) dengan order frak-

sional α = 0.7, 0.8, 0.9, 1, serta menggunakan nilai awal yang sama. Pada grafik

tersebut, populasi makrofag tervaksinasi bergerak menuju titik ekuilibrium untuk

setiap nilai order fraksional yang diuji.

Gambar 6. Grafik makrofag terinfeksi dengan order berbeda

Gambar 6 menunjukkan populasi makrofag terinfeksi (MI) dengan order frak-

sional α = 0.7, 0.8, 0.9, 1, dengan menggunakan nilai awal yang sama. Pada grafik

tersebut, terlihat bahwa populasi makrofag terinfeksi bergerak menuju titik ekuilib-

rium pada setiap kasus order fraksional. Grafik dengan order α = 0.7 menun-

jukkan bahwa populasi makrofag terinfeksi lebih cepat mencapai titik ekuilibrium

dibandingkan dengan order α = 0.8, α = 0.9, dan α = 1. Semakin rendah nilai order

fraksional, semakin cepat sistem mencapai keseimbangan. Oleh karena itu, semakin
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kecil nilai α, semakin cepat populasi makrofag terinfeksi menstabilkan dirinya di

sekitar titik ekuilibrium.

Gambar 7. Grafik bakteri dengan order berbeda

Gambar 7 menunjukkan populasi bakteri (B) dengan order fraksional α =

0.7, 0.8, 0.9, 1, serta menggunakan nilai awal yang sama. Pada grafik tersebut,

populasi bakteri bergerak menuju titik ekuilibrium untuk setiap nilai order frak-

sional. Grafik untuk order α = 0.7 menunjukkan bahwa populasi bakteri lebih

cepat mencapai titik ekuilibrium dibandingkan dengan order α = 0.8, α = 0.9,

dan α = 1. Semakin rendah nilai order fraksional, semakin cepat populasi bakteri

menstabilkan dirinya di sekitar titik ekuilibrium. Hal ini menunjukkan bahwa nilai

order fraksional yang lebih kecil mempercepat dinamika sistem menuju stabilitas.

Gambar 8. Grafik sel T dengan order berbeda

Gambar 8 menunjukkan populasi sel T (T ) dengan order fraksional α =

0.7, 0.8, 0.9, 1, serta menggunakan nilai awal yang sama. Pada grafik tersebut,

populasi sel T bergerak menuju titik ekuilibrium untuk setiap nilai order frak-
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sional. Grafik untuk order α = 0.7 menunjukkan bahwa populasi sel T lebih cepat

mencapai titik ekuilibrium dibandingkan dengan order α = 0.8, α = 0.9, dan α = 1.

Semakin kecil nilai order fraksional, semakin cepat sistem mencapai stabilitas. Ini

menunjukkan bahwa order fraksional yang lebih rendah mempercepat proses menuju

keseimbangan dalam populasi sel T.

Dari hasil simulasi di atas, grafik makrofag yang tidak terinfeksi, makrofag ter-

vaksinasi, makrofag yang terinfeksi, bakteri, dan sel T bergerak menuju titik ekuilib-

rium dengan nilai awal yang sama, menggunakan order fraksional yang berbeda-

beda. Namun, grafik-grafik tersebut memiliki tren yang sama seperti yang ditun-

jukkan pada Gambar 4, 5, 6, 7, dan 8. Grafik-grafik tersebut mengindikasikan bahwa

semakin kecil order fraksional yang digunakan, semakin cepat pula pertumbuhan

sel-sel respon imun menuju titik ekuilibrium. Hal ini menunjukkan bahwa pengaruh

order fraksional terhadap dinamika sistem cukup signifikan, di mana order yang

lebih rendah mempercepat pencapaian stabilitas dalam interaksi sistem sel imun

dan bakteri.

4.4. Analisis Sensitivitas

Analisis sensitivitas dilakukan untuk menentukan parameter yang berpengaruh

pada interaksi sistem imun tubuh terhadap infeksi Mycobacterium tuberculosis.

Analisis ini dilakukan pada kondisi R0 < 1, yang menunjukkan bahwa terjadi inter-

aksi sistem imun tubuh terhadap infeksiMycobacterium tuberculosis, dengan menen-

tukan indeks sensitivitas pada masing-masing parameter yang berkaitan. Dengan

mengambil nilai β = 2.5×10−8; r = 0.1; v = 0.4; γU = 1.25×10−8; µU = 0.02, dan

µB = 0.5. Menggunakan formula pada [23], indeks sensitivitas dari setiap parameter

terhadap bilangan reproduksi dasar R0 disajikan pada Tabel 3 sebagai berikut.

Tabel 3. Indeks sensitivitas dari R0

Parameter Indeks sensitivitas

β +6.25× 10−9

r +6.25× 10−9

v +1.000000000

γU −2.5× 10−8

µB −1.000000000

Dari Tabel 3 terlihat bahwa indeks sensitivitas memiliki hubungan dengan se-

mua parameter, baik dalam arah peningkatan maupun penurunan. Laju pertum-

buhan bakteri (v) dan laju kematian bakteri (µB) merupakan parameter yang paling

berpengaruh terhadap R0. Parameter v memiliki hubungan positif terhadap R0,

sedangkan parameter µB memiliki hubungan negatif terhadap R0. Untuk melihat

perubahan nilai R0, dilakukan perubahan nilai parameter, baik dengan menambah

maupun menguranginya. Misalnya, jika nilai parameter v ditambah 10% dari 0.4

menjadi 0.44, maka nilai R0 naik dari 0.8 menjadi 0.88. Oleh karena itu, untuk
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mengurangi nilai R0, laju pertumbuhan bakteri harus diperkecil. Sebaliknya, jika

nilai v dikurangi 10% dari 0.4 menjadi 0.36, maka nilai R0 akan turun dari 0.8

menjadi 0.72. Pada Gambar 9 disajikan grafik Mycobacterium tuberculosis untuk v

berbeda.

Gambar 9. Grafik Mycobacterium tuberculosis untuk v berbeda

Gambar 9 menunjukkan bahwa semakin kecil nilai v, maka semakin kecil pula

populasi bakteri, yang menyebabkan nilai R0 juga akan semakin kecil. Sebaliknya,

semakin besar nilai v, maka semakin besar pula populasi bakteri, sehingga nilai R0

juga semakin besar. Oleh karena itu, untuk menekan pertumbuhan bakteri, diper-

lukan pengurangan laju pertumbuhan bakteri (v). Secara biologis, dengan memper-

timbangkan pemberian vaksin dan pengobatan lainnya, laju pertumbuhan bakteri

dapat dicegah. Nilai parameter µB juga berpengaruh terhadap R0. Jika parameter

µB ditambah 10% dari 0.5 menjadi 0.55, maka nilai R0 akan turun dari 0.8 men-

jadi 0.72. Sebaliknya, jika nilai µB dikurangi 10% dari 0.5 menjadi 0.45, maka nilai

R0 akan naik dari 0.8 menjadi 0.88. Oleh karena itu, laju kematian bakteri harus

diperbesar untuk mengurangi nilai R0. Hasil analisis ini terbukti sejalan dengan uji

coba pada nilai R0, menunjukkan bahwa pengaruh parameter v dan µB terhadap

populasi bakteri dan angka reproduksi dasar R0 sangat signifikan. Sedangkan untuk

Grafik Mycobacterium tuberculosis dengan µB berbeda dapat dilihat pada Gambar

10.

Gambar 10 menunjukkan bahwa semakin kecil nilai µB , maka semakin besar

populasi bakteri, yang menyebabkan nilai R0 juga semakin besar. Sebaliknya, se-

makin besar nilai µB , maka semakin kecil populasi bakteri, yang menyebabkan

nilai R0 juga semakin kecil. Oleh karena itu, untuk menekan pertumbuhan bakteri,

diperlukan peningkatan laju kematian bakteri (µB). Dengan memperbesar laju ke-

matian bakteri, angka reproduksi dasar (R0) dapat ditekan, sehingga membantu

mengurangi penyebaran infeksi.

5. Kesimpulan

Artikel ini membahas dinamika interaksi sistem imun tubuh terhadap Mycobac-

terium tuberculosis menggunakan model matematika dengan order fraksional
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Gambar 10. Grafik Mycobacterium tuberculosis dengan µB berbeda

Caputo–Fabrizio, dengan mempertimbangkan pemberian vaksinasi. Dari model ini,

bilangan reproduksi dasar R0 digunakan sebagai ambang batas infeksi oleh bakteri

MTb, di mana jika R0 < 1 bakteri dapat hilang, sedangkan jika R0 > 1 bakteri

akan terus menyebar. Diperoleh dua titik ekuilibrium, yaitu titik ekuilibrium bebas

infeksi E0 yang stabil asimtotik jika R0 < 1 dan titik ekuilibrium infeksi E1 yang

stabil asimtotik jika R0 > 1. Simulasi numerik memperlihatkan bahwa semakin

kecil orde fraksional, semakin cepat konvergensi respons imun menuju keadaan sta-

bil, menunjukkan peran penting memori biologis dalam dinamika infeksi. Analisis

sensitivitas menunjukkan bahwa parameter laju pertumbuhan bakteri memiliki pen-

garuh signifikan terhadap kestabilan sistem.

Penelitian selanjutnya disarankan untuk mengeksplorasi variasi orde fraksional

lainnya, seperti Caputo klasik, Atangana–Baleanu, serta mempertimbangkan vari-

abel kontrol tambahan seperti pengobatan aktif dan heterogenitas respons makrofag

terhadap vaksinasi. Hasil ini diharapkan dapat memberikan landasan bagi strategi

pengendalian TB yang lebih akurat berbasis pendekatan matematika in-host.
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