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Abstrak. Bilangan kromatik lokasi merupakan gabungan konsep dari dimensi partisi

graf dengan pewarnaan titik graf. Bilangan kromatik lokasi dari G, dinotasikan dengan
χL(G), adalah banyaknya warna minimum yang dipakai untuk pewarnaan lokasi. Metode

untuk mendapatkan bilangan kromatik lokasi suatu graf adalah dengan menentukan nilai

eksaknya. Dalam artikel ini dijelaskan cara menentukan bilangan kromatik lokasi graf
sehati Hrn untuk n ≥ 2. Hasil yang didapatkan terkait bilangan kromatik lokasi graf

sehati adalah χL(Hrn) = 4 untuk n = 2 dan χL(Hrn) = 5 untuk n ≥ 3.

Kata Kunci : Bilangan kromatik lokasi, graf sehati, pewarnaan lokasi

Abstract. The concept of locating chromatic number was related to the partition
dimension and vertex coloring of a graph. The locating chromatic number of G, denoted

by χL(G), is the minimum number of colors required for locating coloring. The method

to obtain the location chromatic number of the one-heart graph involved is finding its
exact value. The results obtained for the locating chromatic number of the one-heart

graph were χL(Hrn) = 4 for n = 2 and χL(Hrn) = 5 for n ≥ 3.

Keywords: locating-chromatic number, locating coloring, one-heart graph

1. Pendahuluan

Graf G adalah pasangan terurut (V (G), E(G)) yang terdiri atas himpunan tak

kosong V (G) beranggotakan titik-titik, dan E(G) beranggotakan sisi-sisi. Jika e

adalah sebuah sisi, x dan y adalah titik-titik sedemikian sehingga e = xy, maka e

dikatakan menghubungkan (join) x dan y. Titik x dan y dikatakan titik-titik ujung

dari e [1].

Seiring berjalannya waktu, graf mengalami perkembangan dan banyak tercipta-

nya kajian-kajian baru, di antaranya bilangan kromatik lokasi. Bilangan kromatik

lokasi graf pertama kali diperkenalkan oleh Chartrand dkk. [2], yang merupakan
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penggabungan dari konsep dimensi partisi graf dan pewarnaan titik pada graf.

Dimensi partisi graf merupakan pengembangan dari konsep dimensi metrik graf

yang pertama kali diperkenalkan oleh Harary dan Melter [3]. Pewarnaan titik pada

suatu graf adalah pemberian warna berbeda pada setiap titik-titik yang saling berte-

tangga pada suatu graf. Banyaknya warna minimum yang digunakan dengan kode

warna berbeda setiap titiknya disebut bilangan kromatik lokasi dinotasikan, dengan

χL(G).

Penelitian tentang bilangan kromatik lokasi pada suatu graf telah banyak di-

lakukan, di antaranya graf lingkaran (Cn) dan graf lintasan (Pn) yang ditemukan

oleh Chartrand [2]. Pada tahun 2017 Asmiati [4] memperoleh bilangan kromatik

lokasi amalgamasi graf bintang yang dihubungkan oleh suatu lintasan. Pada tahun

yang sama, Welyyanti dkk. [5] memperoleh bilangan kromatik lokasi graf dengan

dua komponen homogen. Kemudian Pritama dkk. [6] juga memperoleh bilangan

kromatik lokasi graf segitiga diperumum Trn untuk n = 2 dan n = 3. Welyyanti

dkk. [7] memperoleh bilangan kromatik lokasi graf prisma berekor. Kemudian, Nur

dkk. [8] mendapatkan bilangan kromatik lokasi graf pohon pisang. Tahun 2021,

Mardimar dkk. [9] memperoleh bilangan kromatik lokasi graf Buckmisterfullerene

B60. Selanjutnya, Welyyanti dkk. [10] memperoleh bilangan kromatik lokasi graf

tak terhubung dengan graf lintasan, lingkaran, bintang atau bintang berganda se-

bagain komponennya . Welyyanti dkk. [11] memperoleh bilangan kromatik lokasi

graf lobster Ln,m,1 untuk m = 6 dan n = 2, 3, 4. Pada tahun 2023, Welyyanti

dkk. [12] memperoleh bilangan kromatik lokasi graf amalgamasi kipas berekor.

Welyyanti dkk. [13] juga memperoleh bilangan kromatik lokasi graf helm Hm untuk

10 ≤ m ≤ 28 .

Pada penelitian ini ditentukan bilangan kromatik lokasi graf sehati.

Misalkan LS2 adalah graf dengan V (G) = {a1, a2, b1, b2} dan E(G) =

{a1a2, a1b1, a2b2, b1b2, a1b2}. Graf sehati adalah graf tangga segitiga LS2 sebanyak

n yang dihubungkan oleh tiga buah sisi baru pada setiap LS2 dengan

himpunan titik V (G) = {ui, vi, ti, wi |1 ≤ i ≤ n}, himpunan sisi E(G) =

{uiwi, uiti, uivi, wivi, tivi|1 ≤ i ≤ n} ∪ {uiui+1, tiwi+1, vivi+1|1 ≤ i ≤ n − 1} di-

notasikan Hrn [14].

2. Landasan Teori

Pewarnaan titik graf G adalah suatu pemetaan c : V (G) → N, dengan N adalah

himpunan bilangan asli sedemikian sehingga c(x) ̸= c(y) jika x dan y bertetangga.

Jika warna yang dipakai sebanyak k maka G dikatakan memiliki k-pewarnaan.

Minimum k yang dipakai untuk pewarnaan sedemikian sehingga G mempunyai

suatu pewarnaan titik disebut bilangan kromatik dari G, yang dinotasikan χ(G).

Misalkan c adalah suatu pewarnaan titik pada graf G, dimana c(x) ̸= c(y)

untuk x dan y yang bertetangga di G. Misalkan Qi adalah himpunan titik yang

diberi warna i, yang disebut kelas warna, maka Π = {Q1, Q2, · · · , Qk} merupakan

himpunan yang terdiri dari kelas-kelas warna dari V (G). Kode warna cΠ(x)

merupakan k-pasang terurut (d(x,Q1), d(x,Q2), · · · , d(x,Qk)) dengan d(x,Qi) =

min{d(x, y)|y ∈ Qi}. Jika setiap titik di G tidak ada kode warna yang sama, maka c
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disebut pewarnaan lokasi dari G. Jika warna yang digunakan pada pewarnaan lokasi

sebanyak k, maka c dinamakan k-pewarnaan lokasi. Banyaknya warna minimum

yang dipakai untuk pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari G, di-

notasikan dengan χL(G). Titik dominan adalah titik x ∈ V (G) dengan d(x,Qi) = 1

untuk x ̸∈ Qi dan 0 untuk yang lainnya [15].

3. Pembahasan

Pada Teorema 3.1 diperoleh bilangan kromatik lokasi graf sehati Hrn untuk n ≥ 2.

Teorema 3.1. Jika graf Hrn adalah graf sehati, maka

χL(Hrn) =

{
4, untuk n = 2,

5, untuk n ≥ 3.

Bukti. Pembuktian bilangan kromatik lokasi graf Hrn akan dibagi dalam dua

kasus sebagai berikut.

Kasus 1. χL(Hrn) = 4 untuk n = 2.

Subkasus 1.1. Batas bawah bilangan kromatik lokasi graf Hrn untuk n = 2.

Akan dibuktikan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf Hr2. Andaikan

χL(Hr2) = 3, artinya Hr2 memiliki 3-pewarnaan lokasi, maka setiap titik di Hr2
merupakan titik dominan. Akibatnya, setiap titik dengan warna yang sama memiliki

kode warna sama. Jadi, haruslah χL(Hr2) ≥ 4.

Subkasus 1.2. Batas atas bilangan kromatik lokasi graf Hrn untuk n = 2.

Akan dibuktikan batas atas bilangan kromatik lokasi graf Hr2. Definisikan

pewarnaan titik c : V (Hr2) → {1, 2, 3, 4} sedemikian sehingga:

c(x) =


1, untuk x = u1, t2,

2, untuk x = w1, u2,

3, untuk x = t1, v2,

4, untuk x = v1, w2.

Pada Gambar 3.1. diberikan 4-pewarnaan lokasi pada graf Hr2.

Gambar 1. 4-Pewarnaan Lokasi graf Hr2
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Definisikan Π = {Q1, Q2, Q3, Q4} dengan:

Q1 = {u1, t2},
Q2 = {w1, u2},
Q3 = {t1, v2},
Q4 = {v1, w2}.

Diperoleh kode warna setiap titik pada Tabel 1 berikut.

Tabel 1. Kode Warna Titik graf Hr2

Titik Kode Titik Kode Titik Kode Titik Kode
Warna Warna Warna Warna

u1 (0, 1, 1, 1) w1 (1, 0, 2, 1) t1 (1, 2, 0, 1) v1 (1, 1, 1, 0)

t2 (0, 1, 1, 2) u2 (1, 0, 1, 1) v2 (1, 1, 0, 1) w2 (2, 1, 1, 0)

Berdasarkan Tabel 1, dapat dilihat bahwa tidak ada kode warna yang sama untuk

setiap titik graf Hrn. Jadi, χL(Hr2) ≤ 4. Akibatnya, diperoleh χL(Hr2) = 4.

Kasus 2. χL(Hrn) = 5 untuk n ≥ 3.

Subkasus 2.1. Batas bawah bilangan kromatik lokasi graf Hrn untuk n ≥ 3.

Akan dibuktikan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf Hrn untuk n ≥ 3,

n ganjil. Misalkan subgraf Hrn ke-1, ke-2 dan ke-3 adalah Hr1, Hr2 dan Hr3.

Andaikan χL(Hrn) = 4 untuk n = 3, dengan:

(i) Jika Hr1, Hr2 dan Hr3 memiliki 3-pewarnaan maka terdapat kode warna

yang sama pada titik graf Hrn, yaitu u1 dengan u3, atau v1 dengan v2,

atau salah satu dari wi dengan ti, i ∈ {1, 2, 3}. Akibatnya, terdapat dua

titik memiliki kode warna yang sama.

(ii) Jika Hr1 memiliki 4-pewarnaan dan Hr2 dan Hr3 mempunyai 3-

pewarnaan, maka terdapat kode warna yang sama pada titik graf Hrn,

yaitu u1 dengan t2, atau u1 dengan w2, atau u1 dengan v2, atau w1 dengan

t2, atau t1 dengan u2, atau v1 dengan w2, atau v1 dengan t2, atau v1 dengan

u2, atau w2 dengan t2 atau w3 dengan t3. Akibatnya, ada setidaknya dua

titik memiliki kode warna sama.

(iii) Jika Hr1 dan Hr3 memiliki 3-pewarnaan dan Hr2 memiliki 4-pewarnaan

maka ada kode warna yang sama pada titik graf Hrn, yaitu titik t1 dengan

u2, atau w1 dengan t1, atau u2 dengan w3, atau v2 dengan w3. Akibatnya,

ada setidaknya dua titik memiliki kode warna yang sama.

(iv) Jika Hr1 dan Hr2 memiliki 4-pewarnaan, dimana c(u1) ̸= c(v2) ̸= c(v1) ̸=
c(u2), dan Hr3 memiliki 3-pewarnaan, maka ada kode warna yang sama

pada titik graf Hrn, yaitu w3 dengan u1, atau w3 dengan u2, atau

w3 dengan v1, atau w3 dengan v2, atau w3 dengan t3. Akibatnya, ada

setidaknya dua titik memiliki kode warna yang sama.

(v) Jika Hr1 dan Hr3 memiliki 4-pewarnaan, dimana c(u1) ̸= c(v1) ̸= c(u3) ̸=
c(v3), lalu Hr2 memiliki 3-pewarnaan, maka ada kode warna yang sama

pada titik graf Hrn, yaitu u1 dengan v2, atau u2 dengan v1, atau u2 dengan
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v3, atau u3 dengan v2. Akibatnya, ada setidaknya dua titik memiliki kode

warna yang sama.

(vi) Jika Hr1, Hr2 dan Hr3 memiliki 4-pewarnaan, dimana c(ui) ̸= c(vj) ̸=
c(uj) ̸= c(vi), i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2, 3}, i ̸= j, maka terdapat kode warna

yang sama pada titik dominan graf Hrn, yaitu uk, k ∈ {1, 2, 3}, k ̸= i ̸= j

dengan salah satu dari c(ui), c(vi), c(uj), c(vj), atau vk dengan salah satu

dari c(ui), c(vi), c(uj), c(vj). Akibatnya, ada setidaknya dua titik memiliki

kode warna yang sama.

Untuk n ≥ 4, jika diberikan sebarang pewarnaan titik pada Hri untuk 4 ≤ i ≤ n

sedemikian sehingga ada titik dominan di salah satu wi atau ti, maka terdapat dua

titik dominan yang sama dengan warna yang sama, karena semakin banyak Hri,

semakin banyak juga titik dominan dengan warna yang sama. Akibatnya terda-

pat setidaknya dua titik dominan dengan kode warna yang sama. Jika diberikan

sebarang pewarnaan titik untuk setiap Hri untuk 4 ≤ i ≤ n sedemikian sehingga

tidak ada titik dominan di titik wi dan ti, maka akan ada dua titik dengan sama

dengan warna yang sama, yaitu titik wi dengan ti. Akibatnya ada setidaknya dua

titik memiliki kode warna yang sama.

Subkasus 2.2. Batas atas bilangan kromatik graf Hrn untuk n ≥ 3.

Untuk membuktikan batas atas bilangan kromatik lokasi graf Hrn untuk n ≥ 3

dibagi menjadi 2 subkasus.

Subkasus 2.2.1 n ganjil.

Akan dibuktikan batas atas bilangan kromatik lokasi grafHrn untuk n ≥ 3, n ganjil.

Definisikan pewarnaan titik c : V (Hrn) → {1, 2, 3, 4, 5} sedemikian sehingga:

c(x) =



1, untuk x = u2i−1 ∈ V (Hrn), i ∈ {1, 2, · · · , n+1
2 },

1, untuk x = v2i ∈ V (Hrn), i ∈ {1, 2, · · · , n−1
2 },

2, untuk x = ti ∈ V (Hrn), i ∈ {1, 2, · · · , n},
3, untuk x = u2i ∈ V (Hrn), i ∈ {1, 2, · · · , n−1

2 },
3, untuk x = v2i−1 ∈ V (Hrn), i ∈ {1, 2, · · · , n+1

2 },
4, untuk x = wi ∈ V (Hrn), i ∈ {2, 3, · · · , n},
5, untuk x = w1.

Pada Gambar 3.2 diberikan 5-pewarnaan lokasi dari graf Hrn untuk n ≥ 3, n ganjil.

Gambar 2. 5-Pewarnaan Lokasi graf Hrn untuk n ≥ 3, n ganjil
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Definisikan Π = {Q1, Q2, Q3, Q4, Q5} dengan:

Q1 = {u1, u3, · · · , un} ∪ {v2, v4, · · · , vn−1},
Q2 = {t1, t2, · · · , tn},
Q3 = {u2, u4, · · · , un−1} ∪ {v1, v3, · · · , vn},
Q4 = {w2, w3, · · · , wn},
Q5 = {w1}.

Kode warna setiap titik diberikan pada Tabel 2.

Tabel 2. Kode warna titik graf Hrn untuk n ≥ 3, n ganjil

Titik Kode Titik Kode Titik Kode Titik Kode
Warna Warna Warna Warna

u1 (0, 1, 1, 2, 1) w1 (1, 2, 1, 3, 0) t1 (1, 0, 1, 1, 2) v1 (1, 1, 0, 2, 1)

v2 (0, 1, 1, 1, 2) w2 (1, 1, 1, 0, 3) t2 (1, 0, 1, 1, 3) u2 (1, 1, 0, 1, 2)

u3 (0, 1, 1, 1, 3) w3 (1, 1, 1, 0, 4) t3 (1, 0, 1, 1, 4) v3 (1, 1, 0, 1, 3)

v4 (0, 1, 1, 1, 4) w4 (1, 1, 1, 0, 5) t4 (1, 0, 1, 1, 5) u4 (1, 1, 0, 1, 4)

u5 (0, 1, 1, 1, 5) w5 (1, 1, 1, 0, 6) t5 (1, 0, 1, 1, 6) v5 (1, 1, 0, 1, 5)
...

...
...

...
...

...
...

...

vn−1 (0, 1, 1, 1, n− 1) wn−1 (1, 1, 1, 0, n) tn−1 (1, 0, 1, 1, n) un−1 (1, 1, 0, 1, n− 1)

un (0, 1, 1, 1, n) wn (1, 1, 1, 0, n+ 1) tn (1, 0, 1, 2, n+ 1) vn (1, 1, 0, 1, n)

Berdasarkan Tabel 3.2, dapat dilihat bahwa tidak ada kode warna yang sama untuk

setiap titik graf Hrn. Jadi, χL(Hrn) ≤ 5 untuk n ≥ 3, n ganjil.

Subkasus 2.2.2 n genap.

Akan dibuktikan batas atas bilangan kromatik lokasi graf Hrn untuk n ≥ 3, n

genap. Definisikan pewarnaan titik c : V (Hrn) → {1, 2, 3, 4, 5} sedemikian sehingga:

c(x) =



1, untuk u2i−1 ∈ V (Hrn), i ∈ {1, 2, · · · , n
2 },

1, untuk v2i ∈ V (Hrn), i ∈ {1, 2, · · · , n
2 },

2, untuk ti ∈ V (Hrn), i ∈ {1, 2, · · · , n},
3, untuk u2i ∈ V (Hrn), i ∈ {1, 2, · · · , n

2 },
3, untuk v2i−1 ∈ V (Hrn), i ∈ {1, 2, · · · , n

2 },
4, untuk wi ∈ V (Hrn), i ∈ {2, 3, · · · , n},
5, untuk w1.

Definisikan Π = {Q1, Q2, Q3, Q4, Q5} dengan:

Q1 = {u1, u3, · · · , un−1} ∪ {v2, v4, · · · , vn},
Q2 = {t1, t2, · · · , tn},
Q3 = {u2, u4, · · · , un} ∪ {v1, v3, · · · , vn−1},
Q4 = {w2, w3, · · · , wn},
Q5 = {w1}.
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Pada Gambar 3.3 diberikan 5-pewarnaan lokasi dari graf Hrn untuk n ≥ 3, n

genap.

Gambar 3. 5-Pewarnaan Lokasi graf Hrn untuk n ≥ 3, n genap

Diperoleh kode warna setiap titik pada Tabel 3 berikut.

Titik Kode Titik Kode Titik Kode Titik Kode
Warna Warna Warna Warna

u1 (0, 1, 1, 2, 1) w1 (1, 2, 1, 3, 0) t1 (1, 0, 1, 1, 2) v1 (1, 1, 0, 2, 1)

v2 (0, 1, 1, 1, 2) w2 (1, 1, 1, 0, 3) t2 (1, 0, 1, 1, 3) u2 (1, 1, 0, 1, 2)

u3 (0, 1, 1, 1, 3) w3 (1, 1, 1, 0, 4) t3 (1, 0, 1, 1, 4) v3 (1, 1, 0, 1, 3)

v4 (0, 1, 1, 1, 4) w4 (1, 1, 1, 0, 5) t4 (1, 0, 1, 1, 5) u4 (1, 1, 0, 1, 4)

u5 (0, 1, 1, 1, 5) w5 (1, 1, 1, 0, 6) t5 (1, 0, 1, 1, 6) v5 (1, 1, 0, 1, 5)
...

...
...

...
...

...
...

...

un−1 (0, 1, 1, 1, n− 1) wn−1 (1, 1, 1, 0, n) tn−1 (1, 0, 1, 1, n) vn−1 (1, 1, 0, 1, n− 1)

vn (0, 1, 1, 1, n) wn (1, 1, 1, 0, n+ 1) tn (1, 0, 1, 2, n+ 1) un (1, 1, 0, 1, n)

Berdasarkan Tabel 3.3, dapat dilihat bahwa tidak ada kode warna yang sama untuk

setiap titik grafHrn. Jadi, χL(Hrn) ≤ 5 untuk n ≥ 3, n genap. Akibatnya diperoleh

χL(Hrn) = 5 untuk n ≥ 3.

4. Kesimpulan

Pada penelitian ini telah diperoleh bahwa bilangan kromatik lokasi graf sehati Hrn
untuk n ≥ 2 adalah sebagai berikut: χL(Hrn) = 4 untuk n = 2 dan χL(Hrn) = 5

untuk n ≥ 3.
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