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Abstrak. Dalam mengestimasi parameter model regresi linear berganda, salah satu
metode pengestimasi parameter yang biasa dipakai adalah metode kuadrat terkecil.
Metode kuadrat terkecil digunakan untuk mengestimasi parameter yang nilainya tidak

diketahui. Setelah parameter diestimasi dengan metode kuadrat terkecil, selanjutnya
akan dilakukan estimasi dengan menggunakan metode bootstrap pasangan data. Dalam
hal ini akan dilihat apakah hasil estimasi parameter model regresi linear berganda sudah

cukup dekat dengan estimasi parameter model menggunakan metode bootstrap pasangan
data. Kemudian akan dilihat juga apakah estimasi model parameter dengan menggu-
nakan metode kuadrat terkecil sudah berada di dalam selang kepercayaan bootstrap,

yaitu selang kepercayaan normal bootstrap dan selang kepercayaan persentil bootstrap.

Kata Kunci : Regresi linear berganda, metode kuadrat terkecil, bootstrap, selang keper-
cayaan normal,persentil

1. Pendahuluan

Analisis regresi merupakan analisis statistika yang digunakan untuk mengestimasi

suatu parameter yang nilainya tidak diketahui. Biasanya untuk mengestimasi pa-

rameter tersebut digunakan suatu metode pendugaan parameter. Adapun metode

pendugaan parameter yang umum dipakai dalam bidang statistika, yakni metode

kuadrat terkecil (MKT). MKT tersebut akan menghasilkan nilai dugaan parameter

yang baik jika memenuhi syarat-syarat sebagai penduga parameter yang baik, yaitu

harus bersifat BLUE (Best Linier Unbiased Estimator). Sifat-sifat BLUE tersebut

adalah penduga tak bias dan varian minimum [6].

Dalam metode bootstrap digunakan dua jenis metode, yaitu bootstrap pasangan

data dan bootstrap residual. Metode bootstrap pasangan data merupakan suatu

metode estimasi parameter yang diperoleh dengan cara menggandengkan antara

variabel bebas dengan variabel respon dari data. Sedangkan metode bootstrap

residual merupakan suatu metode estimasi parameter yang diperoleh dengan cara

melakukan resampling pada nilai residu atau standar error. Dalam pembahasan

skripsi kali ini akan lebih difokuskan kepada bootstrap pasangan data. Penggunaan

metode bootstrap pasangan data dipilih karena metode bootstrap pasangan data

lebih fleksibel dibandingkan metode bootsrap residual [1].

Prinsip metode bootstrap yaitu melakukan penyampelan data populasi melalui

data sampel dengan mengambil sebanyak m sampel dari n data yang ada dengan
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pengembalian, kemudian melakukan replikasi bootstrap sebanyak B kali dengan

teknik pengembalian. Dari beberapa replikasi bootstrap tersebut dapat ditentukan

selang kepercayaan untuk setiap parameter model. Akan dibandingkan nilai esti-

masi model parameter hasil MKT dengan nilai estimasi model parameter bootstrap

dan selang kepercayaan bootstrap. Pada skripsi ini akan ditentukan selang keper-

cayaan normal dan selang kepercayaan persentil yang keduanya dihasilkan dari

selang kepercayaan bootstrap.

2. Analisis Regresi Linear Berganda

Analisis regresi adalah teknik analisis statistika yang mencirikan hubungan antara

dua atau lebih variabel untuk prediksi dan estimasi model matematika yang disebut

model regresi [4]. Model regresi linear berganda terdiri dari satu variabel respon (Y)

dan beberapa variabel bebas (X). Berikut adalah bentuk umum model regresi linear

berganda berdasarkan [2].

Y = β0 + β1X1 + β2X2 + · · · + βkXk + ε,

dengan Y adalah variabel respon, X adalah variabel bebas, β0 adalah koefisien

regresi atau disebut juga dengan Intercept dan βj adalah koefisien regresi untuk

variabel bebas atau disebut juga dengan slope, untuk j = 1, 2, · · · , k dengan k

adalah jumlah variabel bebas, serta ε adalah nilai error dari model regresi.

3. Pendugaan Parameter dalam Regresi Linear

Dalam bidang statistika biasanya dipakai suatu metode yang umum dalam pen-

dugaan parameter regresi, yaitu metode kuadrat terkecil. Metode kuadrat terkecil

pertama kali diperkenalkan oleh Gauss-Markov pada tahun 1822. Gauss-Markov

mengatakan bahwa metode kuadrat terkecil dapat digunakan untuk mengestimasi

parameter regresi dengan cara meminimumkan jumlah kuadrat error. Setelah me-

minimumkan jumlah kuadrat error akan diperoleh nilai koefisien dari parameter

regresi. Parameter yang akan diestimasi pada penulisan kali ini yaitu parameter

regresi linear berganda. Adapun bentuk umum jumlah kuadrat error dari regresi

linear berganda [2], yaitu

S =

n∑
i=1

(Yi − β0 −
k∑
j=1

βjXij)
2,

dengan k adalah banyak variabel bebas.

Setelah jumlah kuadrat diatas diminimumkan, akan diperoleh persamaan nor-

mal sebagai berikut.

β̂ = (XTX)−1XTY .

4. Metode Bootstrap

Metode bootstrap pertama kali diperkenalkan oleh Freeman pada tahun 1979. Free-

man menjelaskan dasar asumsi bootstrap yaitu bootstrap to your own data, yang

artinya bergantunglah pada datamu sendiri.
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Metode bootstrap menggunakan data asli sebagai sampel bootstrap. Data asli ini

berasal dari data populasi, kemudian dari populasi ini akan dilakukan penyampelan

data. Hasil penyampelan data inilah yang nantinya akan digunakan sebagi sampel

bootstrap. Sampel bootstrap inilah yang akan digunakan sebagai solusi dalam menye-

lesaikan statistika inferensia.

Metode bootstrap terdiri dari dua jenis, yaitu metode bootstrap pasangan data

dan metode bootstrap residual. Dalam penulisan kali ini akan digunakan metode

bootstrap pasangan data. Metode bootstrap pasangan data dalam mengestimasi pa-

rameter regresi dilakukan dengan cara menggandengkan antara variabel bebas de-

ngan variabel responnya. Setelah itu dilakukan replikasi bootstrap sebanyak B kali

dengan teknik pengembalian. Setelah proses replikasi selesai dihitung nilai tengah

dan ragam masing-masing parameter regresi. Untuk melihat tingkat keakurasian

metode ini digunakan pendugaan selang kepercayaan normal dan persentil.

Adapun algoritma metode bootstrap pasangan data, yaitu:

(1) Mengkonstruksi sampel dari data berpasangan (Yi, Xi) dengan i = 1, 2, · · · , n
secara acak dengan peluang 1/n. Data yang diperoleh merupakan data asli yang

berasal dari populasi.

(2) Misalkan data hasil pengacakan tersebut dinyatakan dalam (Y ∗, X∗), sehingga

didapat model regresi Y ∗ = X∗β + ε.

(3) Berdasarkan model tersebut akan dihitung estimasi parameter β , yakni dengan

nilai estimasi parameter β∗
0 dan β∗

j , dengan j = 1, 2, · · · , n.

(4) Agar menghasilkan estimasi parameter yang lebih baik atau mendekati nilai

sebenarnya, ulangi langkah-langkah sebelumnya sebanyak B kali.

Pendekatan bootstrap jika diulang lebih dari satu kali akan memberikan hasil

yang berbeda. Perbedaan hasil ini disebabkan oleh simulasi yang dilakukan. Jika

dapat dilakukan dengan menggunakan semua kemungkinan sampel, yaitu nn maka

hasilnya akan sama.

5. Asumsi Dasar Bootstrap

Asumsi dasar dalam melakukan pendugaan parameter dengan metode bootstrap

yaitu melakukan pensampelan dengan pengembalian terhadap data asli. Prinsip

metode bootstrap yaitu melakukan pengambilan data sampel berdasarkan data po-

pulasi. Langkah pengambilan data sampel dari data populasi yaitu dengan mengam-

bil sebanyak m sampel yang berasal dari n populasi. Setelah diperoleh sampel yang

dianggap cukup mewakili populasi, dilakukan proses resampling atau penyampelan

bootstrap dengan teknik pengembalian. Sampel yang digunakan pada metode boot-

strap berdistribusi empiris dengan peluang terambilnya masing-masing sampel dari

populasi sebesar 1/n. Artinya peluang terambilnya setiap sampel secara acak dari

populasi memiliki kemungkinan yang sama.
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6. Estimasi Selang Kepercayaan Normal dan Persentil Metode

Bootstrap

Setelah dihasilkan B buah hasil estimasi parameter model dari simulasi bootstrap, se-

lanjutnya akan dilakukan pendugaan selang kepercayaan. Selang kepercayaan yang

digunakan dalam skripsi ini adalah selang kepercayaan normal dan persentil. Untuk

selang kepercayaan bootstrap dengan pendekatan normal bagi 100(1 − α) untuk βk
diberikan oleh [5].

β̂k − Zα/2seB(β̂∗
k) < β̂k < β̂k + ZαseB(β̂∗

k).

dengan β̂k merupakan nilai tengah hasil estimasi dengan metode bootstrap, Zα/2
adalah nilai z tabel, seB(β̂∗

k) adalah nilai standar error hasil estimasi dengan metode

bootstrap dan ŝeB(β̂∗
k) = (

∑B
b=1

[ε̂∗(b)−ε̂∗(.)]2
B−1 )1/2.

Sedangkan untuk selang kepercayaan bootstrap persentil didasarkan pada dis-

tribusi estimator bootstrap [5]. Dibentuk distribusi empiris F̂ ∗ untuk setiap k bagi

β̂∗1
k , β̂

∗2
k , · · · , β̂∗B

k . Berdasarkan distribusi ini dapat dihitung nilai persentil yang

akan digunakan untuk estimasi selang kepercayaan bootstrap persentil. Selang keper-

cayaan bootstrap persentil bagi 100(1 − α) untuk βk adalah

(F̂ ∗)−1(α/2), (F̂ ∗)−1(1 − α/2),

dengan (F̂ ∗)−1(α/2) adalah persentil ke 100(α/2) dan (F̂ ∗)1(1 − α/2) merupakan

persentil ke 100(1 − α/2) dari distribusi F̂ ∗.

7. Estimasi Model Parameter dengan Metode Kuadrat Terkecil

(MKT)

Pada tahap ini akan dilakukan estimasi terhadap model parameter dengan menggu-

nakan metode kuadrat terkecil terhadap data simulasi yang menganalisis hubungan

antara variabel bebas, yaitu minat belajar mahasiswa (X1), frekuensi belajar ma-

hasiswa (X2), frekuensi kehadiran dalam kelas (X3), kunjungan ke perpustakaan

(X4), nilai UTS mahasiswa (X5), terhadap variabel responnya, yaitu nilai UAS

mahasiswa (Y ) dengan jumlah sampel yang tersedia pada data ini yaitu sebanyak

50 buah. Berikut disajikan hasil estimasi yang diperoleh dengan menggunakan pro-

gram R.

Berikut adalah hasil estimasi parameter dengan metode kuadrat terkecil.

Parameter Nilai Estimasi p-value

Intercept -7.7052 0.80997

X1 3.5142 0.00406

X2 1.3871 0.0732

X3 0.2447 0.46549

X4 7.1326 0.05

X5 0.2871 0.03985

Tabel 1. Hasil estimasi parameter dengan metode kuadrat terkecil
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Berdasarkan Tabel 1 dapat dilihat bahwa terdapat variabel yang tidak signifikan

yaitu X2 dan X3, dengan nilai p-value masing-masing variabel yang besar dari

0.05. Karena terdapat variabel yang tidak signifikan, maka dilakukan lagi estimasi

parameter regresi linear berganda dengan variabel yang signifikan saja. Diperoleh

hasil sebagai berikut.

Parameter Nilai Estimasi p-value

Intercept 17.0525 0.0438

X1 4.6246 2.46E-05

X4 7.2952 0.0475

X5 0.2842 0.0446

Tabel 2. Hasil estimasi parameter dengan metode kuadrat terkecil untuk model kedua

Dari Tabel 2 dapat dilihat setelah variabel X2 dan X3 dikeluarkan lalu dilakukan

estimasi parameter terhadap X1, X4, dan X5 diperoleh nilai p-value yang kecil dari

0.05. Jadi, variabel bebas yang berpengaruh secara signifikan terhadap variabel

responnya adalah X1, X4, dan X5.

8. Hasil Estimasi Parameter Regresi Linear Berganda dengan

Menggunakan Bootstrap Pasangan Data

Pada bagian ini akan dilakukan pendugaan terhadap parameter model dengan

metode kuadrat terkecil sampai dihasilkannya selang kepercayaan normal dan se-

lang kepercayaan persentil dengan teknik bootstrap. Untuk memperoleh hasil terse-

but digunakan bantuan program statistika R dalam melakukan estimasi parameter

regresi linear berganda menggunakan metode bootstrap

Pada Gambar 1 – Gambar 6 berikut diberikan hasil keseluruhan proses diatas.

Gambar 1. Bootstrap dengan replikasi 50 kali

Berdasarkan tabel replikasi bootstrap di atas dapat dilihat bahwa hasil estimasi

parameter dengan menggunakan metode bootstrap pasangan data (kolom tiga dan

empat) memberikan hasil yang mendekati hasil estimasi parameter dengan metode

kuadrat terkecil (kolom dua). Kemudian hasil estimasi parameter dengan metode
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Gambar 2. Bootstrap dengan replikasi 100 kali

Gambar 3. Bootstrap dengan replikasi 200 kali

Gambar 4. Bootstrap dengan replikasi 500 kali

Gambar 5. Bootstrap dengan replikasi 1000 kali
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Gambar 6. Bootstrap dengan replikasi 5000 kali

MKT untuk semua parameter model (kolom lima dan enam) terdapat di dalam

selang kepercayaan normal bootstrap dan selang kepercayaan persentil bootstrap

(kolom tujuh dan delapan).

Selanjutnya dihitung selisih antara kedua selang (batas atas dikurangi batas

bawah) dari selang kepercayaan normal bootstrap dan selang kepercayaan persentil

bootstrap untuk setiap replikasi. Hasil perhitungan tersebut disajikan pada Gambar

7.

Gambar 7. Hasil estimasi parameter regresi dengan selang kepercayaan normal dan persentil

Dari tabel hasil estimasi parameter regresi linear berganda dengan menggu-

nakan metode bootstrap pasangan data diatas dapat dilihat bahwa nilai estimasi

metode bootstrap pada setiap replikasi berfluktuasi. Hal ini wajar terjadi karena

beberapa faktor. Merujuk kepada penelitian sebelumnya yang telah dilakukan oleh

[3] dan [4] mengenai penggunaan metode bootstrap, dinyatakan bahwa kemungkinan
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terdapat fluktuasi pada setiap replikasi bootstrap. Fluktuasi ini dapat disebabkan

oleh iterasi atau perulangan yang dilakukan. Seperti yang sudah dijelaskan bahwa

metode bootstrap menggunakan teknik pengembalian dalam melakukan resampling

data. Saat melakukan resampling data setiap sampel memiliki peluang yang sama

untuk terambil kembali menjadi sampel yang baru. Namun sampel yang terpilih

sebagai sampel baru ini tidak bisa kita pastikan akan selalu terambil lagi saat di-

lakukan penyampelan ulang karena dilakukan secara acak. Sehingga kemungkinan

nilai tengah dan ragam sampel bisa mengalami perubahan cukup besar. Perubahan

ini nantinya juga akan mempengaruhi nilai estimasi parameter dan selang keper-

cayaan bootstrap yang dihasilkan.

Berdasarkan [3] dan [4] dinyatakan bahwa dalam melakukan estimasi parame-

ter dengan menggunakan metode bootstrap dapat dipilih banyaknya replikasi yang

memiliki selisih selang kepercayaan terkecil dan mendekati nilai estimasi parameter

yang sesungguhnya. Pada kajian ini selisih selang kepercayaan terkecil adalah pada

replikasi ke 50 kali. Dengan demikian nilai estimasi parameter model pada replikasi

50 kali adalah nilai estimasi yang paling baik. Adapun replikasi bootstrap dilakukan

beberapa kali adalah untuk melihat konsistensi hasil estimasi parameter model.

9. Penutup

Dalam kajian ini telah dibandingkan hasil estimasi parameter yang dihasilkan de-

ngan menggunakan metode kuadrat terkecil dan menggunakan teknik bootstrap.

Metode bootstrap memiliki asumsi dasar yaitu bootstrap to your own data, yang

artinya bergantunglah pada data mu sendiri. Maksudnya ialah metode ini tidak

memerlukan asumsi khusus dalam pengerjaannya. Metode ini hanya bergantung

kepada data yang tersedia. Prinsip metode ini yaitu melakukan pensampelan dari

populasi secara acak dengan teknik pengembalian. Kemudian sampel baru yang

diperoleh tersebut akan dinamakan sebagai sampel bootstrap. Himpunan data dari

sampel ini dilambangkan dengan tanda bintang, maksudnya yaitu sampel yang di-

jadikan sampel bootstrap bukanlah himpunan data yang sesungguhnya, melainkan

hasil pensampelan yang dilakukan secara acak dengan teknik pengembalian. Sampel

bootstrap ini menyebar secara empiris, dengan peluang terambilnya setiap sampel

dari setiap populasi sebesar 1/n.

Setelah dilakukan proses pensampelan, selanjutnya dilakukan proses replikasi

bootstrap sebanyak B kali. Dari replikasi ini akan ditentukan selang kepercayaan un-

tuk setiap parameter model. Selang kepercayaan yang digunakan yaitu selang keper-

cayaan normal dan persentil. Hasil estimasi dengan menggunakan teknik MKT ke-

mudian akan dibandingkan dengan hasil estimasi bootstrap dan selang kepercayaan

normal bootstrap dan selang kepercayaan persentil bootstrap.

Ternyata pada kajian ini dihasilkan bahwa hasil estimasi parameter dengan

menggunakan teknik MKT hampir sama dengan hasil estimasi parameter boot-

strap. Kajian ini juga menghasilkan bahwa nilai estimasi untuk semua parameter

dengan MKT terdapat di dalam selang kepercayaan normal bootstrap dan selang

kepercayaan persentil bootstrap.



Estimasi Parameter Model Regresi Linear Berganda 49

10. Ucapan Terima kasih

Penulis mengucapkan terima kasih kepada Ibu Dr. Ferra Yanuar, Bapak Dr. Dodi

Devianto, Ibu Dr. Maiyastri, Bapak Dr. Admi Nazra, dan Bapak Narwen, M.Si

yang telah memberikan masukan dan saran sehingga paper ini dapat diselesaikan

dengan baik.

Daftar Pustaka

[1] Efron, Bradley and R. J. Tibshirani. 1993. An Introduction to The Bootstrap.
New York:Chapman and Hall/CRC

[2] Hines, William W and D. C. Montgomery. 1990. Probabilita dan Statistik dalam
Ilmu Rekayasa dan Manajemen. Jakarta:Universitas Indonesia

[3] Kariyam, Qoirlina. 2006. Prediksi Kelainan Refraksi Berdasarkan Panjang
Sumbu Bola Mata Pada Pasien Myopia Axial Melalui Regresi Bootstrap. Semi-
nar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika 2006 dengan tema Trend
Penelitian dan Pembelajaran Matematika di Era ICT”

[4] Mansyur, Abil ,S. Efendi, Firmansyah, dan Togi. 2010. Estimator Parameter
Model Regresi Linear dengan Metode Bootstrap. Bulletin of Mathematics 3(2)
: 189 – 202

[5] Sungkono, Joko. 2013. Resampling Bootstrap pada R. Magistra 84 : 47 – 54
[6] Yamin, Sofyan dan Heri Kurniawan. 2011. SPSS Complete: Teknik Analisis

Statistik Terlengkap dengan Software SPSS. Jakarta:Salemba Infotek


