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Abstrak. Diberikan graf tidak berarah G = (V, E') dimana V' adalah himpunan sim-
pul dan E adalah himpunan sisi dari graf G. Graf G merupakan graf dengan pelabelan
anti ajaib jarak jika terdapat fungsi bijektif f : V(G) — {1,2,---,|V(G)|} sehingga
untuk setiap simpul u dan v, diperoleh w(u) # w(v) dimana bobot titik u € V(G)
didefinisikan sebagai w(u) = Erer) f(x). N(u) adalah himpunan tetangga simpul u,
yaitu simpul-simpul yang terhubung langsung dengan simpul u. Pada tulisan ini diba-
has beberapa graf dengan operasi hasil kali sisir yang merupakan graf anti ajaib jarak.
Hasilnya ialah pada beberapa kasus, graf P, &, Cp, Cimn o Cr, Sm >0 Ch, Wi o Ch,
dan secara umum graf G >, C,, dan graf G >, W, merupakan graf anti ajaib jarak.

Kata Kunci: Graf Anti Ajaib Jarak, Hasil Kali Sisir, Pelabelan Anti Ajaib Jarak

Abstract. Given an undirected graph G = (V, E) where V is the set of vertices and
E is the set of edges of G. The graph G is called a distance antimagic graph if there exists
a bigective function f : V(G) — {1,2,---,|V(G)|} such that for every vertez u and v, we
have w(u) # w(v). The weight of a vertex u € V(G) is defined as w(u) =3 c nu) f (@),
where N (u) represents the set of neighbors of u. This study discusses certain graphs with
the comb product operation that are distance antimagic. The results show that, in some
cases, the graphs Pm o Cp, Cm Do Cn, Sm Do Cpn, Wi, By Cp, and more generally,
the graphs G >, Cy, and graphs G >, W, are distance antimagic

Keywords: Distance Anti Magic Graph, Comb Product, Distance Anti Magic Labeling.

1. Pendahuluan

Graf merupakan konsep matematika yang digunakan untuk menggambarkan
hubungan antar objek. Konsep graf dapat dibayangkan dengan sebuah peta dimana
titik-titik (simbol kota) disebut simpul (vertex) dan garis yang menghubungkan
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kota-kota tersebut disebut sisi (edge). Simbol dari simpul ialah V' dan sisi ialah E
[1]. Definisi terkait graf dapat dilihat pada [2] dan [3].

Salah satu konsep menarik dalam graf adalah pelabelan simpul (vertez la-
beling). Vertex labeling merupakan cara memberi label pada setiap simpul dengan
aturan tertentu [4]. Cara melakukan pelabelan dapat dilihat pada [5]. Salah satu
contoh pelabelan simpul ialah pelabelan anti ajaib jarak. Dalam pelabelan ini,
setiap simpul diberi label sedemikian rupa sehingga bobot setiap simpul berbeda
[6]. Bobot dari sebuah simpul diperoleh dari penjumlahan titik-titik yang berte-
tangga dengan simpul tersebut [7]. Dalam teori graf, tetangga dari sebuah simpul
adalah simpul-simpul lain yang terhubung langsung dengan simpul tersebut se-
hingga dalam pelabelan anti ajaib jarak tidak ada simpul yang memiliki tetangga
yang sama [8].

Studi tentang pelabelan anti ajaib jarak telah dibahas dalam artikel [9,10,11].
Misal G = (V(G), E(G)) adalah graf berorde n dimana f : V(G) — {1,2,--- ,n}
memenuhi sifat bijektif. Graf G disebut graf anti ajaib jarak jika pelabelannya
memenuhi aturan pelabelan anti ajaib jarak. Seiring berjalannya waktu, pemba-
hasan tentang pelabelan graf tidak hanya terpaku pada satu graf namun muncul
graf-graf baru yang merupakan hasil dari operasi dua graf. Berdasarkan hasil peneli-
tian pada [12,13], peneliti tertarik untuk memperluas studi tentang pelabelan anti
ajaib jarak pada graf hasil kali sisir, yakni graf P, >, Cp, C,, B, Cp, Sy B, Ch,
W B, C, serta perumuman dari graf hasil kali sisir antara graf anti ajaib jarak
dengan graf siklus dan graf roda.

Definisi 1.1. [14] Operasi hasil kali sisir pada graf (misal graf G dan T') yang
notasinya G >o T merupakan sebuah operasi dimana sebuah titik tetap o dari graf
T ditempelkan ke setiap titik pada graf G.

Teorema 1.2. [15] Graf P, untuk n # 3 dan graf C,, untuk n # 4 merupakan graf
anti ajaib jarak.

Teorema 1.3. [16] Graf W,, dimana n # 4 merupakan graf anti ajaib jarak.

2. Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini dibahas pelabelan anti ajaib jarak pada beberapa graf seperti graf
lintasan, graf siklus, graf bintang dan graf roda yang dioperasikan dengan graf
siklus menggunakan operasi hasil kali sisir. Selain itu, dibahas juga bentuk umum
dari pelabelan anti ajaib jarak pada graf G >, C,, dan graf G &>, W,,. Pembahasan
diawali dengan Teorema 2.1 yang membahas pelabelan anti ajaib jarak pada graf
P, >, C,.

Teorema 2.1. Graf P, >, C,, untuk n > 5 merupakan graf anti ajaib jarak.

Bukti. Diberikan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf P,, &>, C,, sebagai



berikut.
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V(P 2o Cp) = {v1,09,- o} [ {vigll <i<m,1<j<n—1},

E(PmEOCn):{val\1§i§m—1} U{Ui,jvi7j+1\1§i§m;1§j§n—2}

(Kasus 1)

(Kasus 2)

U {vivi1, vivin—1 | 1 < i <m}.

Untuk n ganjil, m # 3.

Dari himpunan titik dan sisi yang diberikan diperoleh pelabelan titiknya
ialah f(v;) = ni berlaku untuk 1 < i < m dan f(v;,;) = ni — j untuk 1 <
1 <m, 1 <j <n—1. Dari pelabelan titik tersebut diperoleh pelabelan
bobot untuk kasus n ganjil dengan m # 3 sebagai berikut:

w(vy) = 3n,

w(vp,) =n(3m —2),

w(vi,1) = 2ni — 2,

w(Vin—1) = 2ni—n+ 2,

w(v;) =n(4i—1) ;untuk 2 <i<m — 1,

w(vg,;) = 2(ni — j) ;untuk 1 <4 <m;2<j<n-—2.

Untuk n genap.

(2.1) n =2 mod 4.

Untuk kasus n = 2 mod 4, dimana 1 < ¢ < m dan 1 < j <n — 1, diperoleh
pelabelan titiknya sebagai berikut.

flo) =5 +1+n(i-1),

i+ 1
fvii) = ]7—; +n(i—1), ; untuk j ganjil,
n J ‘ ‘
flvi,j) = §+1+§+n(zfl) ; untuk j genap.

Berdasarkan fungsi pelabelan titiknya maka diperoleh pelabelan bobotnya
sebagai berikut.

w(v;) :n(4i—4)+37n+3 ;untuk 2 <@ <m—1,

w(vy) =2n+ 2,

w(v) =n(3m —3) + 2,

w(v;,j ) =n+2+j+2n(E—1) ;untuk j ganjil, 1<i<m;2<j<n-—2
w(vi,; ) =j+1+2n(—-1) ;untuk j genap, 1 <i<m; 2<j<n-—2,
w(vi,1) =n(2i—1)+3,

wWim-1) =14 2ni— g
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Selanjutnya untuk kasus n = 0 mod 4, diperoleh pelabelan titiknya ialah:

f(vi) =n—2+4+n(i—1) ;untuk 1 <4 <m,

f(vi;) =14+n(—-1) ;untuk j =1,

fiy) =j—1+n@—1) untuk 2 < § < % 41, ganjil,
fvi;) =n+2—j7+n(i—1) ;untuk%+2§j§n—1,jganjil,
f(vi,;) =n+n(i—1) ;untuk j = 2,

fvi;) =n+3—j+n(i—-1) ;untuk3§j§g+2,jgenap,
flvi;) =j—2+n(i—-1), ;untukg+3§j§n—27jgenap,

maka diperoleh pelabelan bobot untuk kasus n = 0 mod 4 sebagai berikut.

w(v;) = 4ni — 2n suntuk 2 < <m —1,
w(vy) =2n+ 2,
w(Um) =2+3n(m-—1),

w(v;,j ) =2n+6-—2j+2n(i—1) ;untuk4§j§g+1,

viy) =2 —4+2n(i—1) ;untukg+4§j§n—2,

+
'Ui,g) = 2n1 — ].7
) = 2ni — 2,

(

(

w(vi,z43) =n+3+2n(i—1),
(

(

(Visn—1) = 2ni—6,

w(vi;) =2 —242n(i —1) ;untuk4§j§g+17
w(vi;)  =2n+4—2j+2n(i—1) ;untukg+4gjgn—2,
w(viy2) =n(2i —2)+ 3,

w(vinye) =n—1+2n(i—1). O

Pada Gambar 1 dan Gambar 2 diberikan ilustrasi dari pelabelan anti ajaib jarak
pada graf P,, &>, C},. Angka berwarna merah melambangkan pelabelan titik dan
angka berwarna biru melambangkan bobot yang diperoleh. Hal ini berlaku untuk
semua gambar.

Teorema 2.2. Jika n > 5 dan m % 0 mod 4 maka graf Cy, >, C,, merupakan graf
anti ajaib jarak.
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Gambar 2. Graf P; >, Cg

Bukti. Diberikan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf C,, >, C,, sebagai
berikut.

V(Cr B0 Cr) = {0102, v} [ J{wijll <i<m,1<j<n—1},
E(Cn>oCp)={viviz1 1 <i<m-—-1} U{Ui,jvi,jﬂ N<i<m;l1<j<n-2}

U {vive,1y, vivg 1) 1 < i <m} U {vivm}.

Pelabelan titik pada graf C,,,>,C,, sama seperti pelabelan titik pada graf P,,,>,C,,.
Untuk w(v; ;) sama seperti pelabelan bobot w(v; ;) pada graf P, >,C,. Begitu pula
untuk pelabelan bobot w(v;) dimana untuk 2 < ¢ < m — 1 sama seperti pada graf

P, >, C,. Selanjutnya dicari pelabelan bobot untuk w(v;) dan w(v,,). Hal ini
berlaku untuk semua n.

(Kasus 1) Untuk n ganjil.

w(vi) = n(3+m),

w(vy,) = 3nm — n.

(Kasus 2) Untuk n genap.

Berikut adalah bobot untuk w(v;) dan w(v,,) dari graf C,, >, C,, untuk n
genap.
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(2.1) n =2 mod 4.
w(vy) = 3771 +nm+ 3,
w(vy,) =3 — on + 3nm.

2
(2.2) n =0 mod 4.

w(vr) =n(2+m),
w(vm) = 3nm — 2n. |

Pada Gambar 3 diberikan contoh pelabelan anti ajaib jarak pada graf C,, >, C,
untuk n ganjil, sementara untuk n genap diberikan pada Gambar 4.

Gambar 3. Graf C7 >, Cs

Teorema 2.3. Graf S, &>, C,, untuk n > 5 merupakan graf anti ajaib jarak.
Bukti. Diberikan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf S, &>, C,, sebagai
berikut.
V(S B0 Cn) = {vo, 01, o} J {oiglo <i <m 1< j<n—13,
E(Spm > Cp) = {vov; |1 <i < m} U{'Ui’jvi’jJr]_ |0<i<m;1<j<n-—2}
U {vivi 1,00;n-1 10 < i <m}.

(Kasus 1) Untuk n ganjil, m > 3.
Berdasarkan himpunan titik dan sisi yang diketahui diperoleh pelabelan
titik untuk graf S, >, C,, adalah f(v;) = n(i+1) berlaku untuk 0 <17 <m
dan f(v;,;) = n(i+1) — 7, berlaku untuk 0 < ¢ <mdan1 < j <n-—1.
Sehingga untuk pelabelan bobot w(v; ;) pada graf S, &>, C,, sama seperti



(Kasus 2)
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(35)

(71)

Gambar 4. Graf Cg >, Cg

pelabelan bobot w(v; ;) pada graf P, >, C,. Yang membedakan adalah
pada fungsinya jika awalnya ¢ maka berubah menjadi 7 + 1 dikarenakan
pada graf S,, >, C,, titik ¢ dimulai dari 0. Selanjutnya dicari pelabelan
bobot untuk w(v;) dan w(vg). Hal ini berlaku untuk semua n.

w(v;) = 2ni + 2n,

w(vg) =n + %(nm + Sn)

Untuk n genap.

(2.1) n =2 mod 4.

Pelabelan titik untuk kasus n genap dimana n = 2 mod 4 ialah f(v;) =
5 + 1+ ni, berlaku untuk 0 < i < m dan f(v;,;) = % + ni, berlaku
untuk j ganjil, dan untuk j genap f(vi,;) = § 4+ 1+ 3 + ni, dimana
1 <j<n-—1, 0 <i < m. Dari pelabelan titik tersebut, diperoleh pelabelan
bobot pada graf S, &>, C,, untuk kasus n = 2 mod 4 sebagai berikut.

w(v;) =2ni+n+ 2,

nom
w(vo):1+§+5(2n+nm+2>.

(2.2) n =0 mod 4.
Berdasarkan himpunan titik dan sisi yang diketahui, diperoleh pelabelan
titik f(v;) = n — 2 + ni berlaku untuk untuk 0 < i < m, sedangkan untuk
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f(v;,;) dimana 0 < ¢ < m diperoleh pelabelan titik sebagai berikut.

14+ni ; untuk j =1,

j—1+m ; untuk j ganjil,2 < j < § +1,

n+2—j5+ni ; untuk j ganjil, § +2 <j<n-—1,
fvirg) = . .

n + ni, ; untuk j = 2,

n+3—j+ni ; untuk j genap,3 < j < § +2,

j—2+ni, ; untuk j genap, 5 +3 < j<n-—2.

Maka diperoleh bobot untuk kasus n = 0 mod 4 adalah:
w(v;) =2ni+n+ 2,

w(vo):4+%(3n+nm—4). |

Tlustrasi pelabelan anti ajaib jarak pada graf S,, >, C, untuk kasus n ganjil
dapat dilihat pada Gambar 5, sementara untuk n genap diberikan pada Gambar 6.

Gambar 5. Graf Sg >, C5

Teorema 2.4. Graf W,, >, C,, merupakan graf anti ajaib jarak berlaku untuk
m,n > 5 dan n ganjil.

Bukti. Diberikan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf W,, >, C,, sebagai

berikut.

V(Wm lzo Cn) - {UOavla"' 7vm}U{vi,j | 0 S 1 S m,]- SJ S n— 1}7

EWp, > Cp) ={viviz1 |1 <i<m—1} U{Ulvm}U{vi,jvi,j+1 [0<i<m;1<j<n-2}

U {viv,1), Vivin—1) | 0 <@ <m} U{”Uovi |1 <i<m}.
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(60) (54)

Gambar 6. Graf S5 >, Cg

(Kasus 1) Untuk n ganjil dan m # 0 mod 4
Pelabelan titik untuk graf W,, >, C,, sama seperti pelabelan titik untuk
graf S, &>, C,, sehingga diperoleh bobot setiap titik adalah:

(Kasus 2)

Untuk w(v; ;) sama seperti pelabelan bobot w(v; ;) pada graf P, >, C,,.
Yang membedakan adalah pada fungsinya. Jika awalnya ¢ maka berubah
menjadi ¢ + 1, dikarenakan pada graf W,, >, C), ¢ dimulai dari 0.

Untuk m = 0 mod 4

Berdasarkan himpunan titik dan sisi yang diketahui, diperoleh pelabelan
titiknya ialah f(v;) = n(i + 1) dan f(v;;) = n(i + 1) — j, berlaku untuk
i > 2. Lalu f(vg) = 2n dan f(vo;) = 2n — j, berlaku untuk ¢ = 0, serta
untuk ¢ = 1 diperoleh f(v1) = n dan f(v1,;) = n — j. Sehingga diperoleh
bobotnya adalah sebagai berikut.

= 4ni + 5n,
= Tn + nm,
= 12n,

= 4n + 3nm,

-1
:4n+mT(4n+nm>,

=2n(i+ 1) — 24,
=2(i+1) -2,
=2ni+n+2 ; untuk ¢ > 2,
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w(vo,; ) = 4n — 27,
w(vo,1) =d4n — 2,
w(vo,_1) =3n-+2 ; untuki=0,
w(vy,;) = 2n-2j
w(v1,1) =2n -2,

wW1,m—1) =n+2 ; untuk i = 1.

Berdasarkan pelabelan yang telah dilakukan, dapat ditemukan bentuk umum dari
pelabelan anti ajaib jarak pada graf G >, C,. O

Berikut adalah contoh untuk graf W, >, C), dengan n ganjil. Gambar 7 meru-
pakan contoh untuk kasus pertama dimana m Z 0 mod 4. Sedangkan contoh untuk
kasus kedua dimana m = 0 mod 4 dapat dilihat pada Gambar 8.

(66)

Gambar 7. Graf Wg >, Cs

Teorema 2.5. Misalkan G suatu graf terhubung tak trivial dan C,, graf siklus. Jika
G graf anti ajaib jarak maka graf G >, C,, merupakan graf anti ajaib jarak untuk n
gangil, n > 3,n € N.

Bukti. Diketahui G graf anti ajaib jarak dan V(G) = {v1,vs,- - , v, } maka terda-
pat fungsi bijektif f : V(G) — {1,2,---,|V(G)|} sehingga w(v;) # w(v;), dengan
w(v;) = EzeN(w) f(z). Karena f(v;) # f(v;), maka definisikan vk, ,vg,, - , Uk,
sebagai titik-titik di G dengan f(vg,) = 1.

e Salinan pertama C,, dengan titik u; ;, 1 < j < n, dikaitkan dengan vy, ,
0= 1Uln-

e Salinan kedua C), dengan titik up;, 1 < j < n, dikaitkan dengan vy,,
dengan o = uga .
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Gambar 8. Graf Wg >, C7

Jika diteruskan maka diperoleh untuk salinan ke-i, C), dengan titik u; ;,1 <j <n
yang dikaitkan dengan vy,, 0 = u; . Misalkan G >, C,, graf dengan himpunan titik
sebagai berikut:

V(GP, Cp) ={v1,v2, -+ ,om}U {u; ;|1 <i<m,1 <j<n-—1}
Definisikan g : V(G >, Cy) — {1,2,--- ,|[V(G >, C,|} sebagai berikut.
g(vki) = Tli,
g(u;ij) = n(i—1)+j, untuk 1 <i<m;1<j<n-—1

Jelas bahwa ¢ fungsi bijektif. Perhatikan fungsi bobot berikut:

Tlusg) = 2n(i—1)+2j
w(ug 1) =n(2i—1)+2,

W(Uip—1) =n(2i—1)+n—2,
w(v,) = nw(vg,) +2n(i — 1) + n.

Berikut dibuktikan bahwa untuk setiap u,v € V(G),u # v, berlaku w(u) # w(v).
A ={w(u; ;)1 <t <m, 2<j<n-2}
= {4,6,8,10,- ,2n — 4,20+ 4,20 +6,--- ,4n — 4,4n +4,4n + 6,
An+8,-+- ,6n—4,--- 2n(m —1)+4,2n(m — 1) +6,--- , 2nm — 4},
Ay = {w(u; 1)1 <i<m},
={n+2,3n+2,6n+2,m+2--- ,n2m-—1)+2},
As = {wW(u;pn-1)|1 <i<m},
={2n—2,4n—2,6n —2,8n —2,--- ,2mn — 2},
Ay ={w(vg,)|1 <i<m},
=n[w(vg,) +2(¢ —1)+1].
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Perhatikan bahwa untuk setiap 1 < i < 3, A; membentuk barisan naik. Begitu
juga A, membentuk barisan naik karena bobot titik pada graf G berbeda-beda.
Selanjutnya, anggota himpunan A, merupakan kelipatan n sedangkan yang lain
tidak sehingga untuk ¢ # j, A, N A; = 0. Jadi, graf G >, C,, merupakan graf anti
ajaib jarak. O

Teorema 2.6. Misalkan G suatu graf terhubung tak trivial dan W, graf roda. Jika
G graf anti ajaib jarak maka graf G >, W,, merupakan graf anti ajaib jarak untuk
n genap, n > 6,n € N.

Bukti. Diberikan graf G dan graf W,, dengan V(G) = {v1,v2, -+ ,0m}, V(W,) =
{u; | 0 < i < n}, dan up sebagai titik yang berderajat n. Diketahui G graf anti
ajaib jarak, maka terdapat f : V(G) — {1,2,--- ..,m} bijektif sehingga w(v;) #
w(v;) dengan w(v;) = 3, n(v;) f(2). Definisikan himpunan titik dan sisi pada graf
G >, W, sebagai berikut.

VG, W) ={v, |1 <i<m}U{u;,; |1 <i<m,1<j<n},

dengan titik 0 = w; o dan vy, vg,, - , vk, titik-titik pada G sehingga f(vg,) = i.
Kemudian definisikan g : V(G >, W,,) = {1,2,--- ,|[V(G >, W,,|} sebagai berikut.
9(vg;) = (n+1)i,
n+1)(t—1)+4, ;untuk2<j<n-1,
g(uij) =< (n+1)(i—1)+n, ;untukj=1,
(n+1)(i—1)4+1, ;untukj=n.

Jelas bahwa ¢ adalah fungsi bijektif. Perhatikan fungsi bobot berikut dimana 1 <
1 <m:

w(u; ;) = (n+1)(3i —2) + 27, suntuk 3 < j <n—2,
w(u; 1) =(n+1)3i—2)+3,

W(Ui p,) =Mn+1)Bi—-1)+n-—2,

w(u;2) =n+1)Bi—-1)+2,

W(ip—1) = n+1)3i-2)+n—1,

Wor) = (n+ Do)+ + 1) —1) + 50 +1).

Berikut dibuktikan bahwa untuk setiap u,v € V(G),u # v,w(u) # w(v).
Ay ={w(u; ;)1 <i<m, 3<j<n-—2}
={n+7n+9n+11,--- ,3n—3,4n + 10,4n + 12,4n + 14,--- ,6n,7Tn 4+ 13,Tn + 15, - - |
In+3,---,(n+1)Bm—-2)+6,(n+1)3m —2)+8,--- ,(n+1)(3m — 2) + 2n — 4},
Ay = {w(u;n)|1 < i <m},
= {n+4,4n+7, T+ 10, -, (n+1)(3m — 2) + 3},
Az = {w(uin)|l <i<m},
={3n,6n+3,9n+6,---,(n+1)(3m —1) +n—2},
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Ay ={w(ui2)|l <i<m},
={2n+4,5n+7,8n+10,--- ,(n+1)(3m — 1) + 2},
As = {w(ujn-1)|1 <i <m},
={2n,5n+3,8n+6,--- ,(n+1)3m —2)+n—1,
Ag = {w(vx,;)|1 < i < m},

p T

Perhatikan bahwa untuk setiap 1 <14 < 5, A; membentuk barisan naik. Begitu juga

= {(n+ D(w(g,) +n(1 = 1) + 3), (0 + (w(v,) +n(2 = 1)+ 3),
)

(n+1)(w(vk,) +nB—-1)+ =),...,(n+ 1)(w(vg,, ) + n(m —1

Ag membentuk barisan naik karena G graf anti ajaib jarak. Lebih lanjut, anggota
himpunan Ag merupakan kelipatan (n + 1) sedangkan yang lain tidak. Akibatnya,
untuk ¢ # j, A;NA; = 0 atau dengan kata lain bobot setiap titik pada graf G, W,
berbeda-beda. Jadi, G >, W,, merupakan graf anti-ajaib jarak untuk n genap dan
n > 6. O

3. Kesimpulan

Berdasarkan paparan di atas dapat disimpulkan bahwa dua buah graf yang berbeda
dapat menjadi sebuah graf anti ajaib jarak dengan operasi hasil kali sisir di antara
kedua graf tersebut. Oleh karena itu, kita dapat memperluas studi tentang pelabelan
anti ajaib jarak ini dengan mencoba menggabungkan dua buah graf lainnya atau
mencoba dengan operasi lain.
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