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Abstrak. Dimensi metrik sisi merupakan kardinalitas himpunan pembeda pada su-

atu graf. Kumpulan titik dikatakan himpunan pembeda jika untuk setiap titik pada

suatu graf, terdapat satu titik yang membedakan setiap sisi pada graf tersebut. Dengan
kata lain, terdapat satu titik dalam himpunan pembeda yang jaraknya berbeda terhadap

setiap sisi pada graf tersebut. Penelitian ini menggunakan metode pendekatan analisis

struktur graf dan konsep jarak antara sisi dan titiknya untuk menentukan dimensi metrik
sisi pada suatu graf. Graf helm Hn dibangun dari graf roda Wn dengan menambahkan

satu titik anting pada setiap titik pada n cycle. Graf helm tertutup CHn dibangun dari
graf helm Hn di mana pada setiap titik antingnya membentuk sebuah cycle. Penelitian

ini dapat memberikan landasan teoritis untuk menghitung dimensi metrik sisi pada graf

helm dan graf helm tertutup. Diperoleh hasil dimensi metrik sisi pada graf helm Hn

untuk n ≥ 3dan graf helm tertutup CHn untuk n ≥ 3 adalah 3 untuk n = 3, 4 untuk

n = 4, dan n− 1 untuk n ≥ 5.

Kata Kunci : Dimensi metrik sisi, graf helm, graf helm tertutup

Abstract. The edge metric dimension is the cardinality of the minimum resolving

set of a graph. A set of vertices is called a resolving set if, for each vertex in a graph,

there exists a vertex that distinguishes every edge in the graph. In other words, there is
a vertex in the resolving set whose distance is different for each edge in the graph. This

study employs a graph structure analysis approach and the concept of distance between
edges and vertices to determine the edge metric dimension of a graph. The helm graph
Hn is constructed from the wheel graph Wn by adding a pendant vertex to each vertex

in the n-cycle. The closed helm graph CHn is derived from the helm graph Hn, where
each pendant vertex forms a cycle. This research provides a theoretical foundation for

calculating the edge metric dimension of helm graphs and closed helm graphs. The edge

metric dimension of the helm graph Hn for n ≥ 3 and the closed helm graph CHn for
n ≥ 3 are obtained 3 for n = 3, 4 for n = 4, and n− 1 for n ≥ 5.

Keywords: Edge metric dimension, helm graph, closed helm graph
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1. Pendahuluan

Dimensi metrik sisi adalah salah satu topik dalam pembahasan mengenai jarak

dalam graf. Topik ini merupakan pengembangan dari dimensi metrik yang pertama

kali diperkenalkan oleh Slater [1], Harary dan Melter [2]. Dimensi metrik juga telah

diterapkan pada beberapa graf seperti graf cycle [3], fan [4], roda [6], bipartite

regular [7], graf bunga salju, bunga matahari, roda lipat [8], operasi korona [9], graf

jaring laba-laba [10], dan amalgamasi graf theta [11]. Pada pembahasan mengenai

dimensi metrik, fokus pembahasan hanya terletak pada jarak antar titik. Namun,

pada pembahasan mengenai dimensi metrik sisi, analisis menjadi lebih kompleks

karena mempertimbangkan jarak antara titik dan sisi pada suatu graf.

Dimensi metrik sisi diperkenalkan oleh Kelenc dkk [12] pada tahun 2015. Kelenc

menjelaskan konsep dimensi metrik sisi, di mana pada penentuan dimensi metrik

sisi digunakan sisi sebagai perbandingan, sehingga didefinisikan sebagai jarak antara

sisi dengan himpunan pembeda. Misalkan G = (V,E) graf terhubung. Jarak antara

titik v dan sisi e = x1x2 direpresentasikan sebagai d(e, v) = min{d(x1, v), d(x2, v)}.
Jika setiap dua sisi ei, ej ∈ E, dengan i ̸= j, maka terdapat x ∈ V sehingga

d(ei, x) ̸= d(ej , x). Misalkan WE = {x1, x2, · · · , xk} dengan WE ⊆ V . Himpunan

WE merupakan himpunan pembeda jika direpresentasikan sebagai berikut.

r(e|WE) = (d(e, x1), d(e, x2), · · · , d(e, xk)) (1.1)

untuk setiap sisi e ∈ E. Himpunan WE merupakan himpunan pembeda pada G jika

r(ei|WE) ̸= r(ej |WE) untuk setiap ei, ej ∈ E. Kardinalitas minimum himpunan

pembeda WE disebut dimensi metrik sisi, dinotasikan edim(G). Terdapat beberapa

penelitian terkait dimensi metrik dan dimensi metrik sisi. Pada tahun 2020, Ahsan

dkk. [13] meneliti tentang dimensi metrik sisi pada beberapa kelas graf sirkulan.

Pada tahun 2022, Qu dan Cao [14] juga meneliti tentang dimensi metrik sisi pada

graf planar tertentu.

Graf helm Hn adalah graf yang dibangun dari graf roda Wn dengan menam-

bahkan n titik berderajat 1 yang bertetangga dengan setiap titik pada n cycle [15].

Graf helm Hn adalah graf yang dibangun dari graf roda Wn dengan menambahkan

n titik berderajat 1 yang adjacent dengan setiap titik pada n cycle [15]. Indeks n

pada graf helm Hn menyatakan banyaknya titik pada cycle di graf helm Hn se-

hingga n ≥ 3. Diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi graf helm Hn sebagai

berikut.

V (Hn) = {z, x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · , yn}, (1.2)

E(Hn) = Ei ∪ Ej ∪ Ek, dimana:

Ei = {zxi | i = 1, 2, · · · , n},
Ej = {xixi+1 | i = 1, 2, · · · , n− 1} ∪ {xnx1}, j = n+ 1, n+ 2, · · · , 2n,
Ek = {xiyi | i = 1, 2, · · · , n}, k = 2n+ 1, 2n+ 2, · · · , 3n. (1.3)

Dengan demikian, diperoleh bahwa:

|V (Hn)| = 2n+ 1, |E(Hn)| = 3n. (1.4)

Graf helm tertutup CHn adalah graf yang dibangun dari graf helm Hn di mana

pada titik antingnya saling terhubung membentuk sebuah cycle [16]. Indeks n pada
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graf helm tertutup CHn menyatakan banyaknya titik pada cycle di graf helm ter-

tutup CHn sehingga n ≥ 3. Diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi graf helm

tertutup CHn sebagai berikut.

V (CHn) = {z, x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · , yn}, (1.5)

E(CHn) = Ei ∪ Ej ∪ Ek ∪ El, dimana:

Ei = {zxi | i = 1, 2, · · · , n},
Ej = {xixi+1 | i = 1, 2, · · · , n− 1} ∪ {xnx1}, j = n+ 1, n+ 2, · · · , 2n,
Ek = {xiyi | i = 1, 2, · · · , n}, k = 2n+ 1, 2n+ 2, · · · , 3n,
El = {yiyi+1 | i = 1, 2, · · · , n− 1} ∪ {yny1}, l = 3n+ 1, 3n+ 2, · · · , 4n.

(1.6)

Dengan demikian, diperoleh bahwa:

|V (CHn)| = 2n+ 1, |E(CHn)| = 4n. (1.7)

2. Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode studi literatur dengan mengumpulkan referensi

dari jurnal maupun buku yang berkaitan dengan topik penelitian untuk mencari

dimensi metrik sisi pada graf helm dan graf helm tertutup. Pendekatan dilakukan

dengan memahami konsep dimensi metrik sisi, karakteristik graf helm dan graf helm

tertutup, dan menentukan dimensi metrik sisi untuk n titik.

3. Pembahasan

Pada Teorema 3.1 akan dibahas tentang dimensi metrik sisi pada graf helm Hn

dengan n ≥ 3.

Teorema 3.1. Jika Hn adalah graf helm dengan n ≥ 3, maka:

edim(Hn) =


3, jika n = 3,

4, jika n = 4,

n− 1, jika n ≥ 5.

(3.1)

Bukti. Diberikan graf helm Hn dengan n ≥ 3. Untuk menentukan dimensi metrik

sisi pada graf helm Hn, akan dibagi menjadi tiga kasus berikut.

Kasus 1: Untuk n = 3, akan dibuktikan bahwa edim(H3) = 3.

Misalkan WE merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas 3. Dipilih WE =

{z, y1, y2}, diperoleh representasi setiap sisi terhadap WE sebagai berikut:

r(e1|WE) = (0, 1, 2), r(e2|WE) = (0, 2, 1), r(e3|WE) = (0, 2, 2),

r(e4|WE) = (1, 1, 1), r(e5|WE) = (1, 2, 1), r(e6|WE) = (1, 1, 2),

r(e7|WE) = (1, 0, 2), r(e8|WE) = (1, 2, 0), r(e9|WE) = (1, 2, 2).

Dari representasi tersebut, diperoleh bahwa setiap representasi sisi terhadap WE

memberikan representasi yang berbeda sedemikian sehingga WE dengan kardinali-

tas 3 merupakan himpunan pembeda.
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Selanjutnya, misalkan WE merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas

2. Diperoleh penyelesaiannya sebagai berikut.

• Dipilih WE = {z, xi}, terdapat dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga

r(ei|WE) = r(ej |WE) = (0, 1).

• Dipilih WE = {z, yi}, terdapat dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga

r(ei|WE) = r(ej |WE) = (0, 2).

• Dipilih WE = {xi, xi+1}, terdapat dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga

r(ei|WE) = r(ej |WE) = (1, 0).

• Dipilih WE = {xi, yi}, terdapat dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga

r(ei|WE) = r(ej |WE) = (1, 2).

• Dipilih WE = {yi, yi+1}, terdapat dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga

r(ei|WE) = r(ej |WE) = (2, 2).

Dari hasil penyelesaian tersebut, diperoleh bahwa WE dengan kardinalitas 2 bukan

merupakan himpunan pembeda.

Selanjutnya, misalkan WE merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas

1. Oleh karena graf helm H3 tidak isomorfis dengan graf lintasan Pn, berdasarkan

Teorema 3.1, maka edim(H3) ̸= 1. Dengan demikian, edim(H3) = 3.

Kasus 2: Untuk n = 4 akan dibuktikan bahwa edim(H4) = 4.

Misalkan WE merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas 4. Dipilih

WE = {z, x1, x2, x3}, diperoleh representasi setiap sisi terhadap WE sebagai

berikut.

r(e1|WE) = (0, 0, 1, 1), r(e5|WE) = (1, 0, 0, 1), r(e9|WE) = (1, 0, 1, 2),

r(e2|WE) = (0, 1, 0, 1), r(e6|WE) = (1, 1, 0, 0), r(e10|WE) = (1, 1, 0, 1),

r(e3|WE) = (0, 1, 1, 0), r(e7|WE) = (1, 1, 1, 0), r(e11|WE) = (1, 2, 1, 0),

r(e4|WE) = (0, 1, 1, 1), r(e8|WE) = (1, 0, 1, 1), r(e12|WE) = (1, 1, 2, 1).

Dari representasi tersebut, diperoleh bahwa setiap representasi sisi terhadap WE

memberikan representasi yang berbeda, sehingga WE dengan kardinalitas 4 meru-

pakan himpunan pembeda.

Selanjutnya, misalkan WE merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas

3. Diperoleh penyelesaiannya sebagai berikut.

• Dipilih WE = {z, xi, xi}, terdapat dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga

r(ei|WE) = r(ej |WE) = (0, 1, 1).

• Dipilih WE = {z, xi, yi}, terdapat dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga

r(ei|WE) = r(ej |WE) = (0, 1, 2).

• Dipilih WE = {z, yi, yi}, terdapat dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga

r(ei|WE) = r(ej |WE) = (0, 0, 2).

• DipilihWE = {xi, xi, xi}, terdapat dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga

r(ei|WE) = r(ej |WE) = (1, 0, 1).

• DipilihWE = {xi, xi, yi}, terdapat dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga

r(ei|WE) = r(ej |WE) = (1, 0, 2).

• Dipilih WE = {xi, yi, yi}, terdapat dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga

r(ei|WE) = r(ej |WE) = (1, 2, 2).
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• Dipilih WE = {yi, yi, yi}, terdapat dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga

r(ei|WE) = r(ej |WE) = (1, 2, 2).

Dari hasil penyelesaian tersebut, diperoleh bahwa WE dengan kardinalitas 3 bukan

merupakan himpunan pembeda.

Selanjutnya, misalkan WE merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas

2. Diperoleh penyelesaian dengan cara yang sama untuk n = 3. Dari hasil penyele-

saian tersebut, diperoleh bahwa WE dengan kardinalitas 2 bukan merupakan him-

punan pembeda.

Selanjutnya, misalkan WE merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas

1. Oleh karena graf helm H4 tidak isomorfis dengan graf lintasan Pn, berdasarkan

Teorema sebelumnya, maka edim(H4) ̸= 1. Dengan demikian, edim(H4) = 4.

Kasus 3: Untuk n ≥ 5 akan dibuktikan bahwa edim(Hn) = n− 1.

Akan ditunjukkan bahwa edim(Hn) ≥ n−1. AndaikanWE merupakan himpunan

pembeda |WE | < n − 2. Dipilih WE = {x1, x2, ..., xn−2}, terdapat paling sedikit

dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga r(ei|WE) = r(ej |WE) = {1, 1, ..., 1}. Oleh

karena terdapat representasi yang sama, maka WE bukan merupakan himpunan

pembeda. Terjadi kontradiksi dengan pengandaian, dengan demikian, edim(Hn) ≥
n− 1.

Akan ditunjukkan bahwa edim(Hn) ≤ n−1. MisalkanWE merupakan himpunan

pembeda dengan kardinalitas n− 1. Dipilih WE = {x1, x2, · · · , xn−1}. Berdasarkan
karakteristik graf helm Hn, diperoleh representasi setiap sisi terhadap WE yang

disajikan pada Tabel 1.

Tabel 1. Tabel representasi setiap sisi terhadap WE pada graf helm Hn

sisi e r(e|WE) Keterangan

ei = {zxi} (0, 1, · · · , 1) i = 1

(1, · · · , 1, 0, 1, · · · , 1) 1 < i < n

(1, 1, · · · , 1) i = n

ej = {xixi+1} (0, 0, 1, 2, · · · , 2) j = n+ 1, i = 1

(1, 0, 0, 1, 2, · · · , 2) j = n+ 2, i = 2

(2, · · · , 2, 1, 0, 0, 1, 2, · · · , 2) j ≥ n+ 3, i ≥ 3

(2, · · · , 2, 1, 0, 0, 1) j = 2n− 3, i = n− 3

(2, · · · , 2, 1, 0, 0) j = 2n− 2, i = n− 2

(1, 2, · · · , 2, 1, 0) j = 2n− 1, i = n− 1

ej = {xnx1} (0, 1, 2, · · · , 2, 1) j = 2n

ek = {xiyi} (0, 1, 2, · · · , 2) k = 2n+ 1, i = 1

(1, 0, 1, 2, · · · , 2) k = 2n+ 2, i = 2

(2, · · · , 2, 1, 0, 1, 2, · · · , 2) k ≥ 2n+ 2, 2 < i < n− 1

(2, · · · , 2, 1, 0) k = 3n− 1, i = n− 1

(1, 2, · · · , 2, 1) k = 3n, i = n

Dari kasus n ≥ 5, diperoleh bahwa untuk n ≥ 5, edim(CHn) = n− 1.
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Selanjutnya, diperoleh teorema mengenai dimensi metrik sisi pada graf helm

tertutup CHn dengan n ≥ 3.

Teorema 3.2. Jika CHn adalah graf helm tertutup dengan n ≥ 3, maka:

edim(CHn) =


3, jika n = 3,

4, jika n = 4,

n− 1, jika n ≥ 5.

(3.2)

Bukti. Berikut akan disajikan contoh mengenai dimensi metrik sisi pada graf helm

tertutup CHn. Diberikan Graf Helm Hn dengan n ≥ 3. Untuk menentukan dimensi

metrik sisi pada graf helm Hn, akan dibagi menjadi tiga kasus.

Kasus 1: Untuk n = 3, akan dibuktikan bahwa edim(CH3) = 3.

Misalkan WE merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas 3. Dipilih

WE = {y1, y2, y3}, diperoleh representasi setiap sisi terhadap WE sebagai berikut.

r(e1|WE) = (1, 2, 2), r(e2|WE) = (2, 1, 2), r(e3|WE) = (2, 2, 1),

r(e4|WE) = (1, 1, 2), r(e5|WE) = (2, 1, 1), r(e6|WE) = (1, 2, 1),

r(e7|WE) = (0, 1, 1), r(e8|WE) = (1, 0, 1), r(e9|WE) = (1, 1, 0),

r(e10|WE) = (0, 0, 1), r(e11|WE) = (1, 0, 0), r(e12|WE) = (0, 1, 0).

Dari representasi tersebut, diperoleh bahwa setiap representasi sisi terhadap WE

memberikan representasi yang berbeda, sehingga WE dengan kardinalitas 3 meru-

pakan himpunan pembeda. Dengan demikian, edim(CH3) = 3.

Kasus 2: Untuk n = 4, akan dibuktikan bahwa edim(CH4) = 4.

Misalkan WE merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas 4. Dipilih

WE = {x1, x2, x3, x4}, diperoleh representasi setiap sisi terhadap WE sebagai

berikut.

r(e1|WE) = (0, 1, 1, 1), r(e2|WE) = (1, 0, 1, 1), r(e3|WE) = (1, 1, 0, 1),

r(e4|WE) = (1, 1, 1, 0), r(e5|WE) = (0, 0, 1, 1), r(e6|WE) = (1, 0, 0, 1),

r(e7|WE) = (1, 1, 0, 0), r(e8|WE) = (0, 1, 1, 0), r(e9|WE) = (0, 1, 2, 1),

r(e10|WE) = (1, 0, 1, 2), r(e11|WE) = (2, 1, 0, 1), r(e12|WE) = (1, 2, 1, 0).

Dari representasi tersebut, diperoleh bahwa setiap representasi sisi terhadap WE

memberikan representasi yang berbeda, sehingga WE dengan kardinalitas 4 meru-

pakan himpunan pembeda. Dengan demikian, edim(CH4) = 4.

Kasus 3: Untuk n ≥ 5, akan dibuktikan bahwa edim(CHn) = n− 1.

Akan ditunjukkan bahwa edim(CHn) ≥ n − 1. Andaikan WE merupakan him-

punan pembeda |WE | < n − 2. Dipilih WE = {x1, x2, · · · , xn−2}, terdapat pal-

ing sedikit dua sisi ei, ej ∈ E dengan i ̸= j sehingga r(ei|WE) = r(ej |WE) =

{1, 1, · · · , 1}. Oleh karena terdapat representasi yang sama, maka WE bukan meru-

pakan himpunan pembeda. Kontradiksi dengan pengandaian, dengan demikian,

edim(CHn) ≥ n− 1.

Akan ditunjukkan bahwa edim(CHn) ≤ n − 1. Misalkan WE merupakan him-

punan pembeda dengan kardinalitas n − 1. Dipilih WE = {x1, x2, · · · , xn−1}.
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Berdasarkan karakteristik graf helm Hn, diperoleh representasi setiap sisi terhadap

WE pada Tabel 2.

Tabel 2. Tabel representasi setiap sisi terhadap WE pada graf helm tertutup CHn

sisi e r(e|WE) Keterangan

el = {yiyi+1} (1, 1, 2, 3, · · · , 3) l = 3n+ 1, i = 1

(2, 1, 1, 2, 3, · · · , 3) l = 3n+ 2, i = 2

(3, · · · , 3, 2, 1, 1, 2, 3, · · · , 3) l ≥ 3n+ 3, i ≥ 3

(3, · · · , 3, 2, 1, 1, 2) l = 4n− 3, i = n− 3

(3, · · · , 3, 2, 1, 1) l = 4n− 2, i = n− 2

(2, 3, · · · , 3, 2, 1) l = 4n− 1, i = n− 1

el = {yny1} (1, 2, 3, · · · , 3, 2) j = 4n

Dari kasus n ≥ 5, diperoleh bahwa untuk n ≥ 5, edim(CHn) = n− 1.

4. Kesimpulan

Penelitian ini menyimpulkan bahwa dimensi metrik sisi (edge metric dimension)

dari graf helm Hn dan graf helm tertutup CHn memiliki pola yang sama untuk

n ≥ 3. Nilai dimensi metrik sisi untuk kedua jenis graf tersebut adalah sebagai

berikut: sebesar 3 untuk n = 3, sebesar 4 untuk n = 4, dan sebesar n − 1 untuk

n ≥ 5.
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