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Abstrak. Model deret waktu stokastik dikenal dengan model ARIMA. Model ARIMA

terdiri dari model AR, MA dan ARMA. Model AR adalah bentuk regresi yang
menghubungkan suatu nilai pengamatan dengan nilai pengamatan masa lalunya pada
selang waktu tertentu. Dari hubungan tersebut, terdapat parameter model AR yang

akan diduga. Untuk pendugaan parameter dikhususkan untuk AR orde satu yang dino-
tasikan dengan AR(1) dan AR orde dua yang dinotasikan dengan AR(2). Pendugaan
parameter model AR(1) dan model AR(2) ini menggunakan metode momen, metode
kuadrat terkecil dan metode kemungkinan maksimum. Dari uraian ketiga metode pen-

dugaan tersebut menghasilkan sistem persamaan Yule Walker dan diperoleh penduga
model AR dengan menyelesaikan penduga dari sistem persamaan Yule Walker. Rumus
yang diperoleh diterapkan pada dua contoh data.

Kata Kunci : Model Autoregressive, sistem persamaan Yule Walker, metode momen,
metode kuadrat terkecil, metode kemungkinan maksimum

1. Pendahuluan

Deret waktu adalah fenomena-fenomena yang dikelompokkan berdasarkan interval

waktu tertentu. Analisis yang dilakukan terhadap data deret waktu dapat digu-

nakan untuk memprediksi keadaan yang akan datang. Prediksi ini dapat dilakukan

dengan menduga parameter dari model deret waktu tersebut [1].

Dalam model deret waktu ini dikenal model ARIMA(p,d,q), dimana model ini

terdiri dari model AR dan MA. Model AR dengan orde p dinotasikan dengan AR(p).

Model MA dengan orde q dinotasikan dengan MA(q). Gabungan kedua model terse-

but dinotasikan dengan ARMA(p, q). Sedangkan lambang d hanya digunakan saat

data distasionerkan terhadap nilai tengah. Pada tulisan ini akan dibahas mengenai

model AR(p) yang dinyatakan dengan persamaan

Xt = δ + φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + · · ·+ φpXt−p + Zt ; Zt ∼WN(0, σ2).

Jika E(Xt) = µ dan X̃t = Xt − µ, model AR(p) dapat juga dinyatakan sebagai

berikut:

X̃t = φ1X̃t−1 + φ2X̃t−2 + · · ·+ φpX̃t−p,

dengan µ, φ1, φ2, · · · , φp adalah parameter dari model AR(p).
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2. Tinjauan Pustaka

2.1. Kestasioneran

Stasioner berarti tidak terdapat pertumbuhan dan penurunan pada data untuk

periode waktu tertentu. Kestasioneran dapat dibagi menjadi stasioner pada nilai

tengah yaitu jika E(Xt) = µx(t) = µ untuk setiap waktu. Stasioner pada ragam

yaitu jika V ar(Xt) = E(Xt − µt)2 = σ2 untuk setiap waktu. Dan stasioner pada

kovarians yaitu jika γ(t+h,t) bebas dari t untuk setiap h [2].

Dalam pembentukan model deret waktu disyaratkan bahwa data dalam keadaan

stasioner. Bila deret waktu tidak stasioner dalam nilai tengah, dapat dilakukan

pembedaan (differencing) yang dinyatakan sebagai berikut:

Xd
t = (1−B)dXt, d = 1, 2, 3, · · · ,

dengan d adalah orde pembedaan.

2.2. Fungsi Autokovarian, Fungsi Autokorelasi dan Fungsi

Autokorelasi Parsial

Fungsi autokovarians, fungsi autokorelasi dan fungsi autokorelasi parsial merupakan

fungsi yang berperan pada pendugaan parameter model ARIMA. Rumus umum dari

fungsi autokovarians yaitu:

γh = Cov(Xt, Xt−h) = E(Xt − µ)(Xt−h − µ),

dimana penduganya adalah γ̂h = 1
n

∑n
t=h+1(Xt − X̄)(Xt−h − X̄).

Fungsi autokorelasi dinyatakan oleh

ρh =
γh
γ0

= Corr(Xt+h, Xt),

dimana penduganya

ρ̂h =
γ̂h
γ̂0

=

∑n
t=h+1(Xt − X̄)(Xt−h − X̄)∑n

t=1(Xt − X̄)2
.

Fungsi autokorelasi parsial dapat diperoleh dengan menyelesaikan formula

Durbin yaitu [3]

φhh =
ρh −

∑h−1
j=1 φh−1,jρh−j

1−
∑h−1
j=1 φh−1,jρj

,

dimana φhj = φh−1,j − φhhφh−1,h−j ; j = 1, 2, · · · , h− 1.

2.3. Proses White Noise

Proses White Noise sama dengan kesalahan/eror pada model regresi biasa. Untuk

model deret waktu ini, proses White Noise dinotasikan dengan {Zt}. Proses White

Noise memiliki sifat-sifat antara lain deretnya terdiri dari peubah acak yang beru-

rutan tidak saling berkorelasi, E(Zt) = 0 untuk setiap waktu, V ar(Zt) = σ2 untuk

setiap waktu dan γh = Cov(Zt+h, Zt) = 0 untuk h 6= 0 [4].
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2.4. Deviasi Nilai Tengah

Model autoregressive merupakan deret waktu stokastik, karena autoregressive hanya

dapat menunjukkan struktur probabilistik keadaan yang akan datang. Nilai tengah

dari deret waktu stasioner yaitu E(Xt) = µ bisa diperlakukan sebagai komponen

deterministik. Jika dilihat dari perilaku stokastik maka kondisi ini disebut dengan

deviasi nilai tengah, sehingga terbentuk deret waktu baru.

Didefinisikan deret waktu baru X̃t sebagai berikut [4]:

X̃t = Xt − µ. (2.1)

Deret waktu {X̃t} berkelakuan persis dengan deret waktu {Xt}, kecuali untuk nilai

tengah, dimana E(Xt) = µ dan E(X̃t) = 0.

2.5. Model Autoregressive(AR)

Autoregressive adalah bentuk regresi yang menghubungkan nilai pengamatan Xt

dengan nilai-nilai sebelumnya pada selang waktu tertentu. Secara umum, per-

samaan AR(p) dapat dituliskan

Xt = δ + φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + · · ·+ φpXt−p + Zt ; Zt ∼WN(0, σ2), (2.2)

diasumsikan Xs dan Zt saling bebas ∀s < t dan δ = µ(1− φ1 − φ2 − · · · − φp).
Jika E(Xt) = µ dan X̃t = Xt − µ, maka Persamaan (2.2) dapat ditulis

X̃t = φ1X̃t−1 + φ2X̃t−2 + · · ·+ φpX̃t−p + Zt. (2.3)

Pada model AR ini, akan dibahas AR(1) dan AR(2). Untuk AR(1) memiliki

persamaan sebagai berikut:

X̃t = φ1X̃t−1 + Zt (2.4)

dan AR(2) memiliki persamaan sebagai berikut:

X̃t = φ1X̃t−1 + φ2X̃t−2 + Zt. (2.5)

2.6. Sistem Persamaan Yule Walker

Sistem persamaan Yule Walker dari model AR(p) dapat diberikan sebagai berikut

[3]:

ρh = φ1ρh−1 + φ2ρh−2 + · · ·+ φpρh−p, (2.6)

dengan mensubstitusikan h = 1, 2, · · · , p, diperoleh

ρ1 = φ1 + φ2ρ1 + · · ·+ φpρp−1,

ρ2 = φ1ρ1 + φ2 + · · ·+ φpρp−2,

...

ρp = φ1ρp−1 + φ2ρp−2 + · · ·+ φp,
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atau 
1 ρ1 · · · ρp−1

ρ1 1 · · · ρp−2

...
...

. . .
...

ρp−1 ρp−2 · · · 1



φ1

φ2

...

φp

 =


ρ1

ρ2

...

ρp

 .

Jika disubstitusi dengan penduganya, maka diperoleh penduga Yule Walker [3]

yaitu 
1 ρ̂1 · · · ρ̂p−1

ρ̂1 1 · · · ρ̂p−2

...
...

. . .
...

ρ̂p−1 ρ̂p−2 · · · 1



φ̂1

φ̂2

...

φ̂p

 =


ρ̂1

ρ̂2

...

ρ̂p


atau dapat ditulis sebagai berikut:

φ̂1

φ̂2

...

φ̂p

 =


1 ρ̂1 · · · ρ̂p−1

ρ̂1 1 · · · ρ̂p−2

...
...

. . .
...

ρ̂p−1 ρ̂p−2 · · · 1


−1

ρ̂1

ρ̂2

...

ρ̂p

 .

Solusi dari sistem persamaan di atas merupakan penduga dari model AR(p).

3. Hasil dan Pembahasan

3.1. Metode Momen

Menurut [3], pendugaan parameter model AR dengan metode momen adalah pen-

dugaan dengan mensubstitusi momen contoh, diantaranya yaitu nilai tengah contoh

dan fungsi autokorelasi contoh.

Untuk parameter µ diperoleh dengan menyamakan momen contoh ke-1 dan mo-

men populasi ke-1 [5] yaitu

µ
′

1 = E(Xt) = µ,

M
′

1 =
1

n

n∑
t=1

Xt = X̄,

karena µ
′

1 = M
′

1, sehingga didapat penduga nilai tengah adalah µ̂ = X̄.

Untuk memperoleh penduga dari φ1, φ2, · · · , φp, pertama persamaan AR(p)

dikalikan dengan X̃t−h yaitu:

X̃t = φ1X̃t−1 + φ2X̃t−2 + · · ·+ φpX̃t−p + Zt,

X̃t−hX̃t = φ1X̃t−hX̃t−1 + φ2X̃t−hX̃t−2 + · · ·+ φpX̃t−hX̃t−p + X̃t−hZt.

Bila memasukkan nilai harapan yaitu:

E(X̃t−hX̃t) = E(φ1X̃t−hX̃t−1 + φ2X̃t−hX̃t−2 + · · ·+ φpX̃t−hX̃t−p + X̃t−hZt)



32 Nelfa Sari

akan diperoleh persamaan dari fungsi autokovarian, dan setelah dibagi dengan γ0

diperoleh persamaan

ρh = φ1ρh−1 + φ2ρh−2 + · · ·+ φpρh−p. (3.1)

Dengan mensubstitusikan h = 1, 2, · · · , p, diperoleh:

ρ1 = φ1 + φ2ρ1 + · · ·+ φpρp−1,

ρ2 = φ1ρ1 + φ2 + · · ·+ φpρp−2,
...

ρp = φ1ρp−1 + φ2ρp−2 + · · ·+ φp,

(3.2)

sehingga solusi dari penduga φ1, φ2, · · · , φp diperoleh dengan mensubstitusi fungsi

autokorelasi contoh dari sistem persamaan (3.2) yaitu
φ̂1

φ̂2

...

φ̂p

 =


1 ρ̂1 · · · ρ̂p−1

ρ̂1 1 · · · ρ̂p−2

...
...

. . .
...

ρ̂p−1 ρ̂p−2 · · · 1


−1

ρ̂1

ρ̂2

...

ρ̂p

 . (3.3)

Berdasarkan sistem persamaan (3.3) dapat diperoleh penduga untuk model AR(p).

Karena model AR(1) memiliki nilai p = 1 maka diperoleh

φ̂1 = [1]−1[ρ̂1] = 1.ρ̂1 = ρ̂1,

dan karena model AR(2) memiliki nilai p = 2 maka diperoleh[
φ̂1

φ̂2

]
=

[
1 ρ̂1

ρ̂1 1

]−1 [
ρ̂1

ρ̂2

]
=

[ ρ̂1−ρ̂1ρ̂2
1−ρ̂21
ρ̂2−ρ̂21
1−ρ̂21

]
,

dimana ρ̂h = γ̂h
γ̂0

=
∑n
t=h+1(Xt−X̄)(Xt−h−X̄)∑n

t=1(Xt−X̄)2
.

3.2. Metode Kuadrat Terkecil

Misalkan {̃X̃t} adalah deret waktu stasioner. Didefinisikan model AR(p) yaitu:

X̃t = φ1X̃t−1 + φ2X̃t−2 + · · ·+ φpX̃t−p + Zt ; Zt ∼WN(0, σ2). (3.4)

Karena X̃t = Xt − µ, maka Persamaan (3.4) menjadi:

Xt − µ = φ1(Xt−1 − µ) + φ2(Xt−2 − µ) + · · ·+ φp(Xt−p − µ) + Zt. (3.5)

Jumlah kuadrat sisa pada Persamaan (3.5) dapat dinyatakan dalam persamaan

berikut:

S(µ, φ1, · · · , φp) =

n∑
t=p+1

Z2
t =

n∑
t=p+1

[(Xt − µ)− φ1(Xt−1 − µ)− · · · − φp(Xt−p − µ)]2.

Pertama, akan ditentukan penduga dari µ, yang diperoleh dengan menyelesaikan

persamaan:

∂

∂µ
S(µ, φ1, · · · , φp) = 0, (3.6)
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dimana penyelesaiannya adalah

µ =

(∑n
t=p+1Xt − φ1

∑n
t=p+1Xt−1 − · · · − φp

∑n
t=p+1Xt−p

)
(n− p)(1− φ1 − · · · − φp)

.

Karena ukuran contoh untuk kombinasi model ARIMA cukup besar [4], maka

berlaku: ∑n
t=p+1Xt

n− p
≈
∑n
t=p+1Xt−1

n− p
≈ · · · ≈

∑n
t=p+1Xt−p

n− p
≈ X̄

sehingga diperoleh µ̂ = X̄.

Selanjutnya akan ditentukan penduga dari φ1, φ2, · · · , φp dimana dapat diper-

oleh dengan menyelesaikan persamaan

∂

∂φi
S(µ, φ1, · · · , φp) = 0 ; i = 1, 2, · · · , p. (3.7)

Adapun penyelesaian Persamaan (3.7) terhadap φ1 yaitu:

1

n

n∑
t=p+1

(Xt − µ)(Xt−1 − µ)− 1

n
φ1

n∑
t=p+1

(Xt−1 − µ)(Xt−1 − µ)− · · ·−

1

n
φp

n∑
t=p+1

(Xt−p − µ)(Xt−1 − µ) = 0.

Dengan mensubstitusi persamaan di atas dengan penduganya dan menyele-

saikannya didapatkan:

γ̂1 = φ̂1γ̂0 + φ̂2γ̂1 + · · ·+ φ̂pγ̂p−1.

Selanjutnya, setiap sisi persamaan dibagi dengan γ̂0 diperoleh:

ρ̂1 = φ̂1 + φ̂2ρ̂1 + · · ·+ φ̂pρ̂p−1. (3.8)

Dengan cara yang sama, penyelesaian Persamaan (3.7) terhadap φ2 adalah:

ρ̂2 = φ̂1ρ̂1 + φ̂2 + · · ·+ φ̂pρ̂p−2, (3.9)

demikian seterusnya sampai penyelesaian dari Persamaan (3.7) terhadap φp diper-

oleh:

ρ̂p = φ̂1ρ̂p−1 + φ̂2ρ̂p−2 + · · ·+ φ̂p. (3.10)

Persamaan (3.8) - (3.10) dikenal dengan penduga Yule Walker. Untuk memper-

oleh penduga parameter model AR(p) dapat menyelesaikan penduga Yule Walker

yaitu: 
φ̂1

φ̂2

...

φ̂p

 =


1 ρ̂1 · · · ρ̂p−1

ρ̂1 1 · · · ρ̂p−2

...
...

. . .
...

ρ̂p−1 ρ̂p−2 · · · 1


−1

ρ̂1

ρ̂2

...

ρ̂p

 . (3.11)
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Dengan cara yang sama pada metode momen, diperoleh penduga parameter model

AR(1) yaitu:

φ̂1 = ρ̂1,

dan penduga parameter model AR(2) yaitu:

φ̂1 =
ρ̂1 − ρ̂1ρ̂2

1− ρ̂2
1

dan φ̂2 =
ρ̂2 − ρ̂2

1

1− ρ̂2
1

,

dimana ρ̂h = γ̂h
γ̂0

=
∑n
t=h+1(Xt−X̄)(Xt−h−X̄)∑n

t=1(Xt−X̄)2
.

3.3. Metode Kemungkinan Maksimum

Misalkan {X̃t} adalah deret waktu stasioner. Didefinisikan model AR(p) yaitu

X̃t = φ1X̃t−1 + φ2X̃t−2 + · · ·+ φpX̃t−p + Zt ; Zt ∼WN(0, σ2). (3.12)

Karena X̃t = Xt − µ, persamaan (3.12) dapat ditulis juga sebagai berikut:

Xt − µ = φ1(Xt−1 − µ) + φ2(Xt−2 − µ) + · · ·+ φp(Xt−p − µ) + Zt, (3.13)

sehingga didapatkan JKSnya yaitu

S(µ, φ1, · · · , φp) =

n∑
t=p+1

Z2
t =

n∑
t=p+1

[(Xt − µ)− φ1(Xt−1 − µ)− · · · − φp(Xt−p − µ)]2.(3.14)

Karena distribusi proses White Noise diketahui, maka penduga kemungkinan

maksimum bagi parameter AR(p) dapat diperoleh dari distribusi ini. Proses White

Noise {Zt} merupakan deret dari peubah acak yang saling bebas dan mengikuti

distribusi tertentu yang identik dengan E(Zt) = 0 serta V ar(Zt) = σ2 [4], sehingga

fungsi kepekatan peluang dari {Zt} adalah:

f(zt|µ, φ, σ2) =
1√

2πσ2
e−

1
2σ2

(Zt)
2

,

dan fungsi kemungkinan dari Z = (Z1, Z2, · · · , Zn) adalah:

L(µ, φ, σ2|z) = Πn
t=1f(z1, z2, · · · , zn|µ, φ, σ2) = (2πσ2)−

n
2 e−

1
2σ2

∑n
t=1 z

2
t .

Logaritma dari fungsi kemungkinan di atas adalah:

lnL(µ, φ, σ2|z) = −n
2
ln2πσ2 − S(µ, φ1, · · · , φp)

2σ2

dengan S(µ, φ1, · · · , φp) dinyatakan pada Persamaan (3.14).

Bila diperhatikan, parameter µ, φ1, φ2, · · · , φp hanya dimuat pada

S(µ, φ1, · · · , φp), sehingga untuk memaksimumkan fungsi lnL(µ, φ, σ2|z) dapat

dicapai jika S(µ, φ1, · · · , φp) adalah minimum. Jika diperhatikan lagi, bahwa

S(µ, φ1, · · · , φp) ini sama dengan fungsi JKS yang diperoleh pada metode kuadrat

terkecil, sehingga penduga kemungkinan maksimum dapat diperoleh dengan cara

yang serupa dengan metode kuadrat terkecil, yaitu dengan menyelesaikan per-

samaan di bawah ini.

∂

∂µ
S(µ, φ1, · · · , φp) = 0, (3.15)
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dan

∂

∂φi
S(µ, φ1, · · · , φp) = 0 i = 1, 2, · · · , p. (3.16)

Dengan cara yang sama pada metode kuadrat terkecil, diperoleh penyelesaian

dari Persamaan (3.15) sebagai berikut:

µ̂ = X̄.

Penyelesaian dari Persamaan (3.16) terhadap φ1, φ2, · · · , φp diperoleh penduga sis-

tem persamaan Yule Walker dan dapat diperoleh penduga AR(p) dengan menyele-

saikan (3.17). 
φ̂1

φ̂2

...

φ̂p

 =


1 ρ̂1 · · · ρ̂p−1

ρ̂1 1 · · · ρ̂p−2

...
...

. . .
...

ρ̂p−1 ρ̂p−2 · · · 1


−1

ρ̂1

ρ̂2

...

ρ̂p

 . (3.17)

Adapun penyelesaian dari (3.17) sama dengan metode sebelumnya, dimana diper-

oleh penduga parameter AR(1) yaitu:

φ̂1 = ρ̂1,

dan penduga parameter AR(2) adalah:

φ̂1 =
ρ̂1 − ρ̂1ρ̂2

1− ρ̂2
1

dan φ̂2 =
ρ̂2 − ρ̂2

1

1− ρ̂2
1

,

dimana ρ̂h = γ̂h
γ̂0

=
∑n
t=h+1(Xt−X̄)(Xt−h−X̄)∑n

t=1(Xt−X̄)2
.

3.4. Penerapan Data

Contoh 1.

Data yang digunakan adalah data hipotetik atau data fiktif [6]. Data tersebut telah

diidentifikasi dengan memplotkan fungsi autokorelasi dan fungsi autokorelasi par-

sialnya sehingga digolongkan kedalam AR(1). Adapun hasil perhitungannya adalah

X̄ = 237, 9167, γ̂0 = 2891, 5, γ̂1 = 1437, 15,

sehingga diperoleh penduga dari AR(1) adalah

φ̂1 = ρ̂1 =
γ̂1

γ̂0
=

1437, 15

2891, 5
= 0, 497.

Jadi, berdasarkan hasil di atas, dapat dinyatakan model AR(1) sebagai berikut:

X̃t = 0, 497X̃t−1 + Zt.

dengan Zt adalah proses White Noise.

Contoh 2.

Data yang digunakan adalah data total jumlah perminggu dari penggunaan pinja-

man di cabang lokal dari bank nasional untuk 2 tahun terakhir [7]. Diduga bahwa
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ada hubungan antara jumlah pinjaman minggu sekarang dan jumlah penggunaan

pinjaman minggu sebelumnya. Hubungan model akan menolong pimpinan bank

untuk perencanaan minggu ke depannya melalui peramalan yang dapat dipercaya.

Data diidentifikasi dalam keadaan stasioner dan membentuk model AR(2), dimana

diperoleh dengan memplotkan fungsi autokorelasi dan fungsi autokorelasi parsial-

nya. Hasil perhitungannya adalah

X̄ = 67, 06731, γ̂0 = 58, 73586, γ̂1 = 27, 12038, γ̂2 = 31, 21452,

sehingga diperoleh

ρ̂1 =
γ̂1

γ̂0
= 0, 462 dan ρ̂2 =

γ̂1

γ̂0
= 0, 531.

Jadi penduga dari parameter AR(2) adalah

φ̂1 =
ρ̂1 − ρ̂1ρ̂2

1− ρ̂2
1

= 0, 276 dan φ̂2 =
ρ̂2 − ρ̂2

1

1− ρ̂2
1

= 0, 464

sehingga hubungan model yang terbentuk adalah

X̃t = 0, 276X̃t−1 + 0, 464X̃t−2 + Zt.

dengan Zt adalah proses White Noise.

4. Penutup

Model AR(p) adalah model regresi yang menghubungkan suatu nilai pengamatan

dengan nilai pengamatan masa lalunya yang dinyatakan seperti persamaan berikut:

X̃t = φ1X̃t−1 + φ2X̃t−2 + · · ·+ φpX̃t−p ; Zt ∼WN(0, σ2),

dengan X̃t = Xt − µ dan φ1, φ2, · · · , φp adalah parameternya.

Parameter dari AR(p) dapat diduga dengan menggunakan metode momen,

metode kuadrat terkecil dan metode kemungkinan maksimum. Dari uraian ketiga

metode tersebut menghasilkan penduga sistem persamaan Yule Walker dan nilai

duga parameter diperoleh dengan menyelesaikan penduga sistem persamaan Yule

Walker tersebut. Untuk penduga parameter model AR(1) diperoleh µ̂ = X̄ dan

φ̂1 = ρ̂1. Dan penduga dari parameter AR(2) adalah µ̂ = X̄, φ̂1 = ρ̂1−ρ̂1ρ̂2
1−ρ̂21

dan

φ̂2 =
ρ̂2−ρ̂21
1−ρ̂21

.
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