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Abstrak. Perundungan di sekolah merupakan masalah sosial yang meluas yang
berdampak negatif terhadap kesejahteraan psikologis dan perkembangan sosial siswa.
Penelitian ini mengusulkan suatu model matematika kompartemen untuk menggam-
barkan dinamika perilaku perundungan di lingkungan sekolah, di mana penyebaran
perundungan dipengaruhi oleh interaksi antar siswa yang dipicu oleh kekerasan. Populasi
dibagi menjadi empat kompartemen: Rentan (S), Pelaku Perundungan (B), Terpapar
(E), dan Kekerasan (V). Suatu sistem persamaan diferensial nonlinier diformulasikan
untuk merepresentasikan dinamika perpindahan antar kelompok tersebut. Model ini di-
analisis untuk menentukan titik kesetimbangan dan sifat kestabilannya. Bilangan re-
produksi dasar Rg diturunkan untuk mengkarakterisasi perilaku ambang dalam penye-
baran perundungan. Hasil analisis menunjukkan bahwa titik kesetimbangan bebas
perundungan bersifat stabil asimtotik lokal ketika Ry < 1, sedangkan titik kesetimbangan
endemik ada dan stabil ketika Rg > 1, berdasarkan Kriteria Routh—Hurwitz. Simulasi
numerik dilakukan untuk mendukung hasil analitik dan mengilustrasikan dampak trans-
misi yang dipicu oleh kekerasan terhadap penyebaran perilaku perundungan.

Kata Kunci: Perilaku perlindungan, Pemodelan matematika, Analisis kestabilan

Abstract. Bullying in schools is a pervasive social issue that negatively affects stu-
dents’ psychological well-being and social development. This study proposes a compart-
mental mathematical model to describe the dynamics of bullying behavior in a school
environment, where the transmission of bullying is influenced by violence-driven inter-
actions among students. The population is divided into four compartments: Susceptible
(S), Bullies (B), Exposed (E), and Violent (V). A nonlinear system of differential equa-
tions is formulated to represent the transition dynamics between these groups. The model
is analyzed to determine equilibrium points and their stability properties. The basic
reproduction number Ro is derived to characterize the threshold behavior of bullying
spread. The analysis shows that the bullying-free equilibrium is locally asymptotically
stable when Ro < 1, while the endemic equilibrium exists and is stable when Rg > 1,
based on the Routh—Hurwitz Criterion. Numerical simulations are performed to support
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the analytical findings and illustrate the impact of violence-driven transmission on the
spread of bullying behavior.

Keywords: Bullying behavior, Mathematical modeling, Stability analysis

1. Pendahuluan

Bullying merupakan salah satu permasalahan sosial serius di lingkungan sekolah
yang berdampak jangka panjang terhadap kesehatan mental dan perkembangan
sosial peserta didik. Tindakan ini bersifat sistemik, terjadi secara berulang, dan
sering kali tidak terdeteksi oleh pengawasan sekolah. Di berbagai negara, termasuk
Indonesia, prevalensi bullying masih tergolong tinggi. Data dari National Center
for Education Statistics (2021 — 2022) menunjukkan bahwa sekitar 19% siswa di
Amerika Serikat mengalami bullying, sementara di Indonesia, Komisi Perlindungan
Anak Indonesia (KPAI) melaporkan sekitar 3.800 kasus bullying sepanjang tahun
2023, dengan sebagian besar terjadi di lingkungan pendidikan [1,2]. Temuan ini
menunjukkan bahwa bullying merupakan fenomena yang persisten dan memiliki
pola interaksi yang kompleks sehingga memerlukan pendekatan kuantitatif untuk
memahami dinamika penyebarannya secara lebih komprehensif.

Pendekatan melalui model matematika memungkinkan analisis terhadap inter-
aksi berbagai faktor yang memengaruhi suatu fenomena, termasuk pola penyebaran
berbagai perilaku sosial. Salah satu pendekatan yang banyak digunakan adalah
model kompartemen yang diadaptasi dari model epidemi karena mampu menggam-
barkan proses perpindahan individu antar keadaan akibat interaksi sosial. Ashi [3]
mengembangkan model dua populasi yang menggambarkan dinamika antara korban
dan pelaku bullying serta menunjukkan adanya titik kesetimbangan dan fenomena
bifurkasi. Selanjutnya, Crokidakis [4] memperluas model tersebut dengan mema-
sukkan pengaruh interaksi sosial dalam penyebaran perilaku bullying. Di Indone-
sia, Syafruddin dkk. [5] mengadaptasi model tersebut menggunakan data lokal dari
Kabupaten Gowa untuk menggambarkan karakteristik penyebaran bullying pada
lingkungan sekolah.

Meskipun demikian, sebagian besar model yang telah dikembangkan mengasum-
sikan bahwa populasi siswa bersifat tertutup sehingga belum mempertimbangkan
dinamika masuk dan keluarnya individu dari sistem sekolah. Dalam kenyataannya,
populasi sekolah bersifat dinamis karena adanya penerimaan siswa baru, perpin-
dahan sekolah, kelulusan, maupun putus sekolah. Perubahan komposisi populasi
tersebut berpotensi memengaruhi tingkat penyebaran perilaku bullying, keberadaan
titik kesetimbangan, serta efektivitas strategi pengendalian. Oleh karena itu, mema-
sukkan laju rekrutmen dan laju keluar populasi ke dalam model tidak hanya
menghasilkan representasi yang lebih realistis terhadap kondisi sekolah, tetapi juga
memungkinkan analisis mengenai pengaruh pergantian populasi terhadap keber-
langsungan perilaku bullying dalam jangka panjang.

Berdasarkan kesenjangan tersebut, penelitian ini mengembangkan model
matematika dinamika perilaku bullying di lingkungan sekolah dengan mempertim-
bangkan mekanisme violence-driven transmission serta dinamika populasi terbuka
melalui penambahan laju rekrutmen dan laju keluar populasi. Selain itu, peneli-
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tian ini menganalisis pengaruh tekanan sosial terhadap munculnya pelaku bullying.
Model yang diusulkan membagi populasi ke dalam empat subpopulasi, yaitu indi-
vidu rentan (susceptible), korban terpapar atau pasif (ezposed), pelaku (bullies), dan
individu yang merespons dengan kekerasan (violent). Dibandingkan dengan peneli-
tian sebelumnya, model ini memberikan kontribusi baru berupa analisis pengaruh
dinamika pergantian populasi terhadap kondisi bebas bullying maupun kondisi en-
demik, sehingga dapat memberikan pemahaman yang lebih mendalam mengenai
faktor-faktor yang memengaruhi persistensi bullying di lingkungan sekolah. Selain
itu, model ini diharapkan dapat menjadi dasar dalam merancang strategi pen-
cegahan yang mempertimbangkan dinamika populasi siswa, misalnya melalui pro-
gram orientasi siswa baru, pembinaan berkelanjutan, dan intervensi pada kelompok
yang paling berisiko.

2. Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan melalui studi literatur terhadap berbagai sumber yang
relevan, seperti jurnal ilmiah, buku, dan artikel yang berkaitan dengan pemodelan
matematika dan dinamika perilaku bullying. Berdasarkan kajian tersebut, di-
identifikasi variabel dan parameter yang memengaruhi interaksi antarindividu
dalam lingkungan sekolah. Selanjutnya, dengan menggunakan sejumlah asumsi
yang sesuai, dikonstruksi suatu model matematika berbentuk sistem persamaan
diferensial nonlinier yang merepresentasikan dinamika perilaku bullying dalam em-
pat subpopulasi, yaitu Susceptible (S), Exposed (E), Bullies (B), dan Violent
(V). Diagram alir model disusun untuk menggambarkan mekanisme transisi an-
tar kompartemen. Analisis matematis dilakukan dengan menentukan titik ekuilib-
rium model, yaitu titik ekuilibrium bebas bullying dan titik ekuilibrium endemik.
Kestabilan lokal dari masing-masing titik ekuilibrium dianalisis menggunakan ma-
triks Jacobian melalui penentuan nilai eigen serta kriteria Routh—Hurwitz. Selain
itu, bilangan reproduksi dasar Ry dihitung menggunakan metode Next Generation
Matrix untuk menentukan kondisi ambang penyebaran perilaku bullying. Untuk
mendukung hasil analisis, dilakukan simulasi numerik menggunakan perangkat lu-
nak komputasi guna menggambarkan dinamika solusi sistem serta memverifikasi
kestabilan titik ekuilibrium yang diperoleh secara analitik.

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Model Matematika Bullying

Tahap awal dalam konstruksi model matematika perilaku bullying di lingkungan
sekolah dimulai dengan identifikasi variabel dan parameter yang merepresentasikan
dinamika interaksi antarindividu dalam populasi siswa. Populasi dibagi ke dalam
empat subpopulasi, yaitu Susceptible (S), individu yang belum terlibat dalam peri-
laku bullying; Exposed (E), individu yang menjadi korban namun tidak merespons
secara agresif; Bullies (B)), individu yang secara aktif melakukan bullying; serta
Violent (V), individu yang merespons bullying dengan perilaku kekerasan. Model
dikembangkan berdasarkan beberapa asumsi dasar, antara lain adanya laju rekrut-
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men individu baru ke dalam populasi rentan serta laju keluar populasi akibat kelulu-
san, perpindahan, atau putus sekolah. Perpindahan antar subpopulasi terjadi akibat
interaksi sosial antarindividu, di mana setiap individu hanya dapat berada pada satu
kompartemen dalam satu waktu. Berbeda dengan model-model sebelumnya, dalam
penelitian ini diperkenalkan mekanismewiolence-driven transmission, di mana ke-
beradaan individu dalam kompartemen Violent (V) berperan dalam meningkatkan
intensitas interaksi agresif yang dapat mempercepat transisi individu rentan atau
terpapar menjadi pelaku bullying. Dengan demikian, kompartemen V tidak hanya
merepresentasikan respons individu, tetapi juga bertindak sebagai faktor penguat
dalam dinamika penyebaran perilaku bullying.

Berdasarkan asumsi-asumsi tersebut, model diformulasikan dalam bentuk sis-
tem persamaan diferensial nonlinier yang menggambarkan laju perubahan masing-
masing subpopulasi terhadap waktu. Struktur model ini selanjutnya digunakan
untuk menganalisis dinamika sistem, termasuk penentuan titik ekuilibrium serta
kestabilannya. Diagram alir yang menggambarkan perpindahan individu dari se-
tiap kompartemen, digambarkan pada Gambar 1.

Al ,
i gl 3 ]

~— B , S : \ Vv
fil | ltl ul

Gambar 1: Diagram Aliran Transisi antar Subpopulasi

Misalkan S = S(t), B = B(t), E = E(t), V = V(t) masing-masing merepresen-
tasikan jumlah individu (siswa) dalam populasi yang bergantung terhadap waktu.
Berdasarkan Gambar 1, maka model dinamika perilaku bullying di sekolah diberikan
dalam bentuk sistem persamaan diferensial berikut.

%:A—,@SB—@SB—MS+WB+6E7

dB

0 vB + @SB — uB,

E

%:_GE_(SEMSBHV—ME,

‘%/ = AV +6E — iV, (3.1)

dimana A merupakan laju rekrutmen siswa baru ke dalam populasi rentan;
p menunjukkan laju keluar dari setiap subpopulasi; o menunjukkan laju tran-
sisi dari individu rentan menjadi pelaku karena tekanan sosial; 8 merepresen-
tasikan kemungkinan individu rentan menjadi korban non-kekerasan akibat inter-
aksi dengan pelaku; ¢ menggambarkan korban yang berhenti mengalami bullying
dan kembali rentan; v menunjukkan pelaku yang berhenti melakukan bullying; &
menunjukkan korban yang beralih menjadi pelaku kekerasan; dan A\ merepresen-
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tasikan pelaku kekerasan yang kembali menjadi korban non-kekerasan. Parameter
A adalah konstanta positif dan 38, «a, ~, €, §, A, u adalah konstanta dalam rentang
0-—1.

3.2. Titik Ekuilibrium dan Analisis Kestabilan

Terdapat dua titik ekuilibrium dari Sistem (3.1), yaitu titik ekuilibrium bebas bully-
ing dimana hanya individu rentan yang ada dalam populasi, tidak terdapat individu
yang terlibat dalam perilaku bullying, baik sebagai pelaku maupun korban:

A
TO::(SO,BO,EO,VO)::(lLALO,0>, (3.2)

dan titik ekuilibrium endemik, yang merepresentasikan bahwa bullying tetap ada
dalam populasi:

T*:(S*7B*7E*7V*)7 (33)

dimana:

G _ Bt
[0

)

: < 1)
B = - — ),
pt gy (1-§) Ry

. _ AB (1 +7) 1
E_a0@+§w+wﬂ—8}o RJ’

. A58 (1 +7) 1
v _aC’()\—i—u) [u—i—é(u—i—’y)(l—%)} (1 R0>’
C:e+u+%.

Selanjutnya akan ditentukan bilangan reproduksi dasar (Ryp), yang didefinisikan se-
bagai rata-rata jumlah individu yang dapat terinfeksi oleh satu orang terinfeksi
dalam suatu populasi yang seluruhnya rentan [6]. Bilangan Ry dapat memprediksi
apakah suatu penyakit akan menyebar dalam suatu populasi atau justru menghi-
lang. Nilai ini digunakan untuk menilai seberapa parah suatu wabah [7]. Jika Ry > 1,
wabah diperkirakan akan berlanjut; jika Ry < 1, wabah akan berakhir; dan jika
Ry =1, infeksi tetap ada dalam populasi namun tidak berkembang menjadi wabah
[8].

Berdasarkan metode Next Generation Matriz [9], bilangan reproduksi dasar dari
model (3.1) diberikan oleh:

A
Ry= —— .
oy + p)
Nilai Ry akan meningkat apabila nilai & dan A meningkat, karena keduanya berkon-
tribusi langsung terhadap bertambahnya jumlah pelaku bullying baru. Sebaliknya,

peningkatan nilai v dan p akan menurunkan nilai Ry, karena mempercepat transisi
individu keluar dari subpopulasi Bullies.
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Kestabilan dari titik ekuilibrium dianalisis dengan menggunakan matriks Jaco-
bian dari model (3.1), yaitu:

B(B+a)-p-SEra)ty 0
_ aB aS—vy—pu 0 0
7= 8B BS  —(e+54p) A (3-4)
0 0 o —(A+p)

Untuk menentukan matriks Jacobian titik ekuilibrium bebas-bullying, substitusi
Persamaan (3.2) ke matriks pada Persamaan (3.4), sehingga diperoleh:

=2 (B+a)+y € 0
0 4 _5_y 0 0
J(T°) = Z 3.5
T 0 g4 —(e+d+p) A (3:5)
0 0 5 —(A+pw)

Berdasarkan matriks pada Persamaan (3.5), diperoleh persamaan karakteristik
dengan nilai eigen z,

A
(—p— 1) (i—v—u—x) [(e+d+p+x)A+p+z)—A]=0.
Menggunakan kriteria Routh-Hurwitz [10], maka persamaan:

(e+do+p+z)A+p+z)—X=0

memiliki bagian riil dari semua nilai eigen = bernilai negatif. Selain itu, diperoleh
kedua nilai eigen lainnya, yaitu:

aA
r1 = —u dan 952:7—’)’—%

Perhatikan bahwa x dapat ditulis menjadi:

zy = (p+7)(Ro — 1),

dan agar xo bernilai negatif, maka Ry — 1 < 0 atau Ry < 1. Dengan demikian, jika
Ry < 1, maka bagian riil dari seluruh nilai eigen matriks (3.5) bernilai negatif yang
menunjukkan bahwa titik ekuilibrium bebas-bullying stabil asimtotik.

Selanjutnya, analisis kestabilan titik ekuilibrium endemik diperoleh dengan cara
yang sama dengan sebelumnya. Matriks Jacobian untuk titik ekuilubrium endemik
diberikan oleh:

—B*(B+a)—p—=5*"(B+a)+y € 0
o aB* aS*—~vy—pu 0 0
J(T) = BB* BS* —(e+d+p) A (3.6)

0 0 § —(A+pw)
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Berdasarkan matriks pada Persamaan (3.6), diperoleh persamaan karakteristik
dengan berderajat empat ¢ + a123 + as2? + asz + a4 = 0, dengan:

a1 = (a+B)B" +e+0+ A+ 3pu,

ag = K + (a+ B) A+ ) B* 4+ (A + 1) + [o(e + 6 + p) + B(6 + p)] B
+ p(e+ 0+ p) + auB* + (u+v)BB",

a3 = K(p+aB") + ufB* (A + p+6) + B* (A + p)(ap + By + Bu)
+ apB*(e+d+p) + B*B(p+7)(6 + p),

as = B* [eap(N + p) + Bu(A + 6 + p) (n+7) + ap® (A + 6 + p)]

K =Xe+p)+ ple+0+p).

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz [10], titik ekuilibrium endemik T™* bersifat
stabil asimtotik lokal apabila memenuhi syarat a; > 0, as > 0, ag > 0, dan a4 > 0,
serta ajas —az > 0, ajagas — a%a4 fa?,) > 0. Karena seluruh parameter model berni-
lai positif dan Ry > 1, maka diperoleh B* > 0, sehingga seluruh koefisien a; > 0,
as > 0, azg > 0, dan a4 > 0 bernilai positif. Selain itu, kedua determinan Hurwitz,
yaitu ajas—az dan ajazaz—atay—a3 juga bernilai positif. Dapat disimpulkan bahwa
seluruh syarat kriteria Routh—Hurwitz terpenuhi, sehingga titik kesetimbangan en-
demik T* dinyatakan stabil asimtotik lokal.

3.3. Stmulasi Numerik

Seluruh parameter model diasumsikan bernilai positif dengan kondisi awal yang
tidak negatif, yang merepresentasikan jumlah individu pada masing-masing kom-
partemen. Dengan demikian, solusi sistem tetap berada pada daerah tak-negatif
sehingga seluruh variabel keadaan mempertahankan makna fisiknya sebagai jumlah
individu pada setiap kompartemen selama periode pengamatan. Oleh karena itu,
analisis dinamika dalam penelitian ini dibatasi pada daerah layak yang terdiri atas
solusi-solusi tak-negatif.

Parameter dan nilai awal yang digunakan dalam model adalah A = 30; pu =
0,30; 8 =0,30; v=0,20; 6 =0,05 A=0,07; ¢ =0,10; S(0) = 100; B(0) =
30; E(0) = 30; dan V(0) = 2. Gambar 2 menyajikan solusi ekuilibrium, baik
untuk kondisi bebas-bullying maupun solusi endemik, pada masing-masing sub-
populasi. Nilai ekuilibrium S, B, E, V ditampilkan sebagai fungsi dari . Analisis di-
fokuskan pada parameter o karena parameter tersebut merepresentasikan laju tran-
sisi individu rentan (susceptible) menjadi pelaku bullying (bullies) akibat tekanan
sosial dari lingkungan sekolah. Parameter ini merupakan mekanisme utama yang
menggambarkan proses penyebaran perilaku bullying dalam model yang diusulkan,
sehingga perubahan nilainya secara langsung memengaruhi jumlah pelaku bullying
dan dinamika sistem secara keseluruhan. Oleh karena itu, variasi parameter « di-
gunakan untuk mengevaluasi pengaruh tekanan sosial terhadap kestabilan sistem
dan perkembangan perilaku bullying, sedangkan parameter lainnya dipertahankan
konstan agar pengaruh spesifik dari o dapat diamati secara lebih jelas.

Gambar 2 menunjukkan bahwa perubahan parameter o memberikan pengaruh
yang signifikan terhadap nilai ekuilibrium masing-masing kompartemen dalam
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Solusi Ekuilibrium

Gambar 2: Solusi ekuilibrium berubah terhadap a.

model. Seiring meningkatnya «, jumlah individu rentan S(¢) mengalami penurunan
yang sangat tajam, yang mengindikasikan bahwa semakin kuat pengaruh inter-
aksi berbasis kekerasan, semakin sedikit individu yang tetap berada dalam kon-
disi rentan. Sebaliknya, jumlah pelaku perundungan B(t) meningkat secara kon-
sisten, menunjukkan bahwa peningkatan o« mempercepat pertumbuhan perilaku
bullying dalam populasi. Sementara itu, jumlah individu terpapar E(t) mengalami
peningkatan pada awalnya hingga mencapai titik maksimum, kemudian menurun
secara bertahap, yang menandakan adanya transisi individu dari status terpapar
menuju status lain, khususnya menjadi pelaku.

Di sisi lain, jumlah individu yang mengalami kekerasan V(¢) menun-
jukkan kecenderungan menurun secara perlahan seiring bertambahnya «, yang
mengindikasikan bahwa dalam jangka panjang proporsinya menjadi relatif kecil
dibandingkan kompartemen lainnya. Secara keseluruhan, dinamika ini menunjukkan
bahwa peningkatan o mendorong sistem menuju kondisi ekuilibrium di mana per-
ilaku perundungan menjadi lebih dominan dalam populasi. Hal ini menegaskan
bahwa parameter «, yang merepresentasikan intensitas pengaruh kekerasan, memi-
liki peran penting dalam menentukan tingkat penyebaran bullying, sehingga pen-
gendalian terhadap faktor ini menjadi kunci dalam upaya menekan perkembangan
perilaku perundungan di lingkungan sekolah.

Gambar 3 menyajikan solusi ekuilibrium bebas-bullying dengan nilai param-
eter a = 0,0048 dan nilai Ry = 0,96, sedangkan Gambar 4 menyajikan solusi
ekuilibrium endemik dengan nilai o yang beragam. Pada Gambar 3a dapat dia-
mati bahwa subpopulasi S menunjukkan pola stabil di sekitar nilai ekuilibrium
5% = 100. Kestabilan ini mengindikasikan bahwa tanpa adanya tekanan bully-
ing berkelanjutan, populasi rentan cenderung mempertahankan jumlah konstan.
Pada Gambar 3b dan Gambar 3c, terlihat penurunan eksponensial menuju nilai
ekuilibrium B° = E° = 0. Hal ini disebabkan oleh nilai By = 0.96 < 1 yang
menunjukkan ketidakmampuan bullying untuk bertahan dalam populasi. Gambar
3d menunjukkan subpopulasi V yang langsung menuju V°? = 0 tanpa peningkatan
signifikan, disebabkan oleh rendahnya transisi dari Ezposed ke Violent (§ = 0.05).

Pada Gambar 4 dapat diamati bahwa untuk keempat nilai «, seluruh sub-
populasi mencapai keadaan stabil seiring waktu. Hal ini menunjukkan bahwa sistem
berada pada kondisi titik ekuilibrium endemik yang bersifat stabil asimtotik. Untuk
semua nilai «, E(t) menunjukkan jumlah tertinggi dan mencapai kestabilan paling
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Gambar 3: Grafik solusi untuk titik ekuilibrium bebas-bullying.

lambat. Ini mengindikasikan bahwa dalam dinamika jangka panjang, sebagian be-
sar individu yang terpapar bullying cenderung tidak membalas dengan kekerasan,
melainkan tetap berada di posisi korban pasif. Hal ini sejalan dengan asumsi bahwa
tidak semua korban berubah menjadi pelaku atau menjadi agresif.

4. Kesimpulan

Penelitian ini mengembangkan model matematika berbasis sistem persamaan
diferensial nonlinier untuk menggambarkan dinamika perilaku bullying di lingkun-
gan sekolah melalui empat subpopulasi, yaitu individu rentan, pelaku bullying, ko-
rban, dan korban yang merespons dengan kekerasan. Hasil analisis menunjukkan
bahwa titik ekuilibrium bebas bullying bersifat stabil ketika Ry < 1, sedangkan
titik ekuilibrium endemik stabil ketika Ry > 1 dengan memenuhi syarat krite-
ria Routh-Hurwitz. Dalam konteks model ini, Ry diinterpretasikan sebagai in-
dikator keberlanjutan perilaku bullying akibat interaksi sosial di lingkungan seko-
lah. Simulasi numerik mendukung hasil analitik dan menunjukkan bahwa pen-
ingkatan parameter «, yang merepresentasikan laju transisi individu rentan men-
jadi pelaku akibat tekanan sosial, meningkatkan persistensi perilaku bullying dalam
populasi sekolah. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa pengurangan tekanan
sosial berpotensi menekan keberlanjutan perilaku bullying. Dengan demikian, model
yang dikembangkan memberikan dasar kuantitatif untuk memahami dinamika bul-
lying serta mendukung perumusan strategi pencegahan dan pengendalian bullying
di lingkungan sekolah.
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Gambar 4: Grafik solusi kondisi titik ekuilibrium endemik untuk berbagai nilai «.
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