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Abstrak. Misalkan G = (V, E) adalah suatu graf terhubung dengan himpunan
titik V(G) dan himpunan sisi E(G). Misalkan v dan v adalah titik-titik dalam graf
terhubung G, panjang lintasan terpendek dari u ke v pada G dinotasikan d(u,v).
Jika A = {a1,a2,---,ax} suatu himpunan terurut dari titik-titik dalam graf ter-
hubung G dan titik v € V(G) maka representasi dari titik v terhadap A, dinotasikan
r(v|A) adalah r(v|A = (d(v,a1),d(v,a2), - ,d(v,ar)). Jika r(v|A) untuk setiap titik
v € V(@) berbeda, maka A dinamakan himpunan pemisah dari G. Himpunan pemisah
dengan kardinalitas minimum dinamakan himpunan pemisah minimum, dan kardina-
litas dari himpunan pemisah minimum dinamakan dimensi metrik (metric dimension)
dari G, dinotasikan dim(G). Pada penelitian ini dibahas mengenai dimensi metrik graf
Buckminsterfullerene-type yang dinotasikan Bgo(1,t) untuk 1 < ¢ < 5. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa nilai dim(G) = 4 untuk ¢ = 1 dan dim(G) = 2t+1 untuk 2 < ¢ < 5.

Kata Kunci: Dimensi metrik, graf Buckminsterfullerene, graf Buckminsterfullerene-type,
himpunan pemisah, representasi

Abstract. Let G = (V,E) is a connected graph with vertex set V(G) and edge
set E(G). Define u and v is vertices in G connected graph, the length of the shortest
path from u to v of G, denoted by d(u,v). If A = {a1,a2, -+ ,ar} an ordered set from
vertices of G connected graph and vertex v € V(QG), then representation from vertex v
with respect to A, denoted by r(v|A) isr(v|A = (d(v,a1),d(v,a2), -+ ,d(v,ax)). If r(v|A)
have distinct representation, then A is called the resolving set of G. The resolving set
with minimum cardinality is called minimum resolving set, and the cardinality from
minimum resolving set is called the metric dimension of G, denoted by dim(QG). In this
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paper, we discuss about metric dimension of Buckminsterfullerene-type graph, denoted
by Beo(1,t) for 1 <t < 5. Specifically, the main results reveal that dim(G) =4 fort =1
and dim(G) =2t + 1 for 2 <t < 5.

Keywords: Continuous mortality modelling, Gaussian Process, TMPI 2023

1. Pendahuluan

Suatu graf G adalah pasangan himpunan (V(G), F(G)) dinotasikan G = (V, E),
dengan V merupakan himpunan tidak kosong yang anggota-anggotanya dina-
makan titik (verter) dari G, dan E merupakan himpunan sisi (edge) yang
menghubungkan dua titik di graf G [1]. Salah satu kajian dalam teori graf yang
dibahas dalam penelitian ini adalah dimensi metrik. Istilah dimensi metrik per-
tama kali diperkenalkan oleh Harary dan Melter [2].

Definisi baku dimensi metrik diberikan oleh Chartrand dkk. [3] sebagai berikut.
Misalkan G = (V, E) adalah suatu graf terhubung dengan himpunan titik V(G)
dan himpunan sisi F(G). Misalkan v dan v adalah titik-titik dalam graf terhubung
G, panjang lintasan terpendek dari u ke v pada G dinotasikan d(u,v). Jika A =
{a1, a9, - ,ar} suatu himpunan terurut dari titik-titik dalam graf terhubung G dan
titik v € V(G) maka representasi dari titik v terhadap A, dinotasikan r(v|A) adalah
r(v|A = (d(v,a1),d(v,az2), - ,d(v,ax)). Jika r(v|A) untuk setiap titik v € V(G)
berbeda, maka A dinamakan himpunan pemisah dari G. Himpunan pemisah
dengan kardinalitas minimum dinamakan himpunan pemisah minimum, dan
kardinalitas dari himpunan pemisah minimum dinamakan dimensi metrik (metric
dimension) dari G, dinotasikan dim(G).

Simanjuntak dkk. [4] menentukan batas atas dan batas bawah dimensi metrik
graf hasil operasi amalgamasi. Kemudian, Yulianti dkk. [5] memperoleh dimensi
metrik graf hasil operasi thorn dan subdivisi terhadap graf lengkap. Selanjutnya,
Febrianti dkk. [6] dan Putri dkk. [7] memperoleh dimensi metrik amalgamasi graf
tangga segitiga diperumum homogen berukuran kecil. Kemudian Yulianti dkk. [8]
memperumum hasil [6] dan [7] dengan menentukan dimensi metrik graf amalgamasi
graf tangga segitiga diperumum sebarang. Hasil lainnya adalah dimensi metrik graf
hasil operasi comb product oleh Saputro dkk. [9], graf hasil operasi join antara graf
roda dengan graf siklus W, + C,, untuk n € {3,4} oleh Putra [10], graf amalgamasi
dari graf Theta oleh Welyyanti dkk. [11], dan amalgamasi dari graf lengkap oleh
Abdurrahman dkk. [12].

Molekul Fullerene dapat direpresentasikan dengan atom sebagai titik dan ikatan
antar atom sebagai sisi [13]. Graf Fullerene yang merupakan representasi dari
molekul tersebut memiliki sisi banyak (polihedral) yang terbuat dari atom karbon,
seperti yang dapat dilihat pada Gambar 1(a).

Graf Fullerene yang memiliki titik n = 20 dinamakan graf Dodecahedral dan
graf Fullerene yang memiliki titik n = 60 dinamakan graf Buckminsterfullerene [14].
Graf (k, 6)-Fullerene didefinisikan oleh Akhter dkk. [15] sebagai graf Fullerene yang
memuat graf siklus Cj, dan graf siklus C, untuk beberapa nilai k. Pada artikel yang
sama, Akhter dkk. [15] menunjukkan bahwa dimensi metrik graf (3, 6)- Fullerene dan
(4,6)-Fullerene adalah 3. Dalam [15] juga diberikan masalah terbuka yang berkaitan



Dimensi Metrik Graf Beo(1,t) untuk 1 <t <5 613

Cs

Gambar 1. (a) Graf Fullerene dan (b) Graf Buckminsterfullerene

dengan penentuan dimensi metrik graf (5, 6)- Fullerene. Salah satu bentuk sederhana
dan representatif dari graf (5,6)-Fullerene adalah graf Buckminsterfullerene (Bgo)
yang terdiri dari 12 muka segi-lima (C5) dan 20 muka segi-enam (Cg), dapat dilihat
pada Gambar 1(b).

Putri [16] menunjukkan bahwa dimensi metrik graf Buckminsterfullerene
Bgo adalah 3. Kemudian, Yulianti dkk. [17] menentukan dimensi metrik dua
graf hasil modifikasi graf Bgg, yaitu graf Buckminsterfullerene-subdivisi dan
Buckminsterfullerene-star. Sebagai upaya untuk memperluas kajian dan menjadi
jembatan dalam menyelesaikan masalah terbuka mengenai graf (5, 6)- Fullerene dari
Akhter dkk. [15], graf yang menjadi perhatian pada penelitian ini adalah modifikasi
dari graf Buckminsterfullerene, yaitu graf Buckminsterfullerene-type yang dino-
tasikan Bgo(1l,t) untuk 1 < ¢t < 5. Konstruksi graf tersebut dilakukan oleh Putri
dkk. [18]. Pembatasan 1 < t < 5 dilakukan karena untuk ¢ > 5, pola represen-
tasi koordinat metrik mengalami pergeseran struktur yang memerlukan pendekatan
pembuktian yang berbeda.

2. Graf Buckminsterfullerene-type

Dinotasikan Bgy sebagai graf Buckminsterfullerene dengan himpunan titik dan him-
punan sisi sebagai berikut:

V(Boo) = {vi, i1 < <5} U {wj, y;[1 < j <15} U {ag[1 < k <20}, (2.1)
E(Bgo) = {vivis1, 212140111 <1 < 4} U{wmWma1, YmYm+1]1 < m < 14}
W{ZnZnt1|l <n <19} U {v1vs, 2125, w1wis, Y1415, L1220 }
U{viwsi—2|1 <4 <5} U{wsi—174i2|1 <4 <5 U{wzizg|1 <1< 4}
U{zai—1y3i—1]1 <@ <5} U{zgysi+1]l <1 <4} U{ysiz4]l <1< 4}
U{wi15m1, Z20Y1, Y1521 - (2.2)

Dalam [18] Putri dkk. mendefinisikan himpunan titik dan himpunan sisi graf
Buckminsterfullerene-type sebagai berikut. Misalkan ¢ ialah bilangan bulat positif
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untuk 1 < ¢t < 5, dan dinotasikan Béf)) sebagai graf Buckminsterfullerene ke-t,
sehingga himpunan titik dan himpunan sisi Béto) untuk 1 < ¢t < 5 dapat didefinisikan
sebagai berikut.
V(BS)) = (v 24l1 <0 <5} U{wnj,p001 <5 < 153U {mepl1 <k <20}, (2.3)
E(BS)) = {veve s, 2e1zei41]1 <1< 4} U {wemWe mei 1, Yo mYemst |l < m < 14}
U{zneng1|l <n <19} U {vg1ve5, 261265, We1We 15, Ye,1Yt,15, Te, 184,20
U{vr 1w 3i—2|1 <@ <5} U{wesi—1@,4i—2|1 <3 < 5} U {we 3124141
1<i<4}U{mpai—1yr3i—1|1 <@ <5}U{zrayezi+1|l <1 <4}
Wyesize 411 < U< 4y U{wi sz, Te20Ye1, Ye,15261 - (2.4)
Graf Buckminsterfullerene-type dikontruksi dengan mengidentifikasi titik vy dan
v¢,1, dan dinotasikan titik yang baru dengan v;; untuk 1 <t < 5. Dinotasikan graf
Buckminsterfullerene-type dengan G = Bgo(1,t) untuk 1 < ¢ < 5, dan dinotasikan

Bgo sebagai graf Buckminsterfullerene, sehingga dari Persamaan (2.1), (2.2), (2.3),
dan (2.4) diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari graf G sebagai berikut:

V(BS) UV (Beo)\{vil1 < i <5}, (2.5)

=
2

I
C-

o~
I
-

E(Béf))) U E(Bso){vi,1vi411]1 <1 <4} U{v11v5,1}

o
2

I
C-

o~
I
-

U{vi,1w3i72|1 S ) S 5} \ ({'Ul’l)l+1|]. é l S 4} U {’Ul'U5}
U{Ui’wgi_gu S ) S 5}) (26)

Graf Buckminsterfullerene-type G = Bgg(1,t) untuk 1 < ¢ < 5 diberikan pada
Gambar 2.

3. Pembahasan

Pada bagian ini akan dibahas mengenai dimensi metrik graf Buckminsterfullerene-
type yang dinotasikan dengan G = Bgo(1,t) untuk 1 < ¢ <5.

Teorema 3.1. Misalkan G = DBgo(l,t) untuk 1 < t < 5 adalah graf
Buckminsterfullerene-type. Maka:

4, untuk t =1
2t +1, untuk 2 <t <5.

dim(G) = {
Bukti. Perhatikan dua kasus berikut.
Kasus 1. ¢t = 1.
Untuk menunjukkan dim(G) < 4, ambil A = {vi3,21,17, 213,02}, dengan
V1,3, 1,17, 13 dan v merupakan titik-titik di G seperti yang dapat dilihat pada
Gambar 3. Notasikan representasi setiap titik di G terhadap A adalah r(v|A =
(d(v,v1,3),d(v,21,17),d(v, 213),d(v,v2)),Yv € V(G). Diperoleh representasi semua
titik pada graf G terhadap A adalah:



Dimensi Metrik Graf Beo(1,t) untuk 1 <t <5 615

Gambar 2. Graf Buckminsterfullerene-type G = Bgo(1,t) untuk 1 <t <5

T U1,1|A) = (2,4,5, 1),
T U1,4|A) = (1,4,7, 3),

r(vs|A) = (4,6,4,1),
r(w]A) = (3,5,6,2),
r(wy)A) = (4,6,6,1),
r(wy|A) = (5,7,4,2),

<

r(wis|A) = (4,6,3,3),

’(U171 ‘A) = (3, 3, 6, 2),
wy 4]|A) = (2,6,7,3),
w1,7‘A) = (1a 6, 874)7
T ’(1)1710|A) = (2,4,8,4),
T ’(1)1’13|A) = (3, 2, 7, 3),

r

= 3

(
(
(
(
(
(
(ww\A) = (55 7,2, 3)7
(
(
(
(
(
(

T U172|A) = (1, 5, 6, 2),
T U175|A) = (2, 3, 6, 2),

r(vg]A) = (4,6,3,2),
r(ws]A) = (4,6,7,3),
r(ws|A) = (5,7,6,2),
r(ws|A) = (6,8,3,3),

<

’LU14|A) == (5,774,4),
wi2|A) = (4,4,7,3),
w1,5|A) = (Sa 77874)a

)=1(2,6,9,5)

r

= 3

w1,8|A
r

(
(
(
(
(
(
r(wil|A) = (6,8,1,4),
(
(
(
(
(
(

’LU1,11|A) = (373,9,5%
T ’LU1114|A) = (4, 1,8,4),

T(U173|A) = (O, 5, 7, 3),
r(ve|A = (3,5,5,0),
r(vs|A) = (3,5,4,2),
r(wsl|d) = (5,7,7,2),
r(wg|A4) = (6,8,5,3),
r(wg|A) = (6,8,2,4),
r(w12|A) = (57 7, 2, 4),
r(wis|A) = (4,6,5,3),
(w173|A) = (3, 5, 8, 4),
(w1 6]A) = (2,7,9,5),
(w19]A) = (3,5,9,5),
T(wlvlg‘A) = (4, 2, 8, 4),
r(w1715\A) = (4, 2, 7, 3),

r

3 3
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r(x1|A) = (5,7,7,4),
r(xz4|A) = (6,8,8,3),
r(xz7|A) = (8,10,6,5),
r(z10]4) = (8,10,3,5),
r(z13|A) = (7,9,0,5),
T(I16|A) (6 8 3 5),
T(I19|A) (6 8,6,5),
T(ILQ‘A) (6’55975)7
7"(1‘1 5‘A) ( 7 9 5)
r(z1s/4) = (3,8,10,6),
7”'(’131711|A) (5 6 11,7),
T(IE1714|A) ( 3,11,7),
7"(1’1717|A) ( 0 9 5)
7"(1’1’20|A) (5 3 8 4)
r(ys|4) = (8,10,8,5),
r(ys|4) = (9,11,5,6),
r(yolA) = (9,11,3,7),
r(y12]4) = (8,10,3,7),
r(y15|4) = (7,9,6,6),
r(y1,3]A) = (6,6,11,7),
r(y1,6]A) = (5,8,12,8),
T(yl,9|A) = (6,5,12,8),
T(yl’lglA) = (7, 3, 11, 7),
T(y1’15|A) = (7, 3, 10,6),
r(z3)A) = (11,13,5,8),
T(Z171|A) = (87 5,12, 8)7
T(Z174|A) = (87 9,13, 9)a

r(z2]A) = (6,8,8,5),
r(zs|A) = (6,8,7,3),
r(xg|A) = (7,9,5,4),
’/‘($11|A) (8 10,2,6),
’/‘(ZE14|A) (8 10, 1,6),
r(xi17]4) = (6,8,4,5),
T(I20|A) (5 7,6,4),
T($1,3|A) (5,6,10,6),
T($1,6|A) = (5, 8, 10,6),
T($1,9|A) = (3, 7, 10,6),
T($1,12|A) = (4, 5, 10, 6),
T($1,15|A) = (6, 2, 10, 6),
T(.’£1118|A) = (6, ]., 10, 6),
r(yi1lA) = (7,9,7,6),
r(ya|A) = (8,10,7,5),
r(y7|A) = (9,11,4,6),
’l"(yl(]‘A) = (9, 1]., 2, 7),
r(y13]4) = (8,10,4,7),
T(yl,1|A) = (7,4,10,6),
r(y14lA) = (6,7,11,7),
r(y1714) = (5,7,12,8),
T(y1,1o|A) = (6,47 12 ),
T(ylﬁlglA) = (7,27 11 ),
r(z1]4) =(9,11,6,7),
r(z4)A = (10,12,4,9),
T(2172|A) = (7, 6, 13, 9),
7“(2175|A) = (9,4, 12, 8)

r(zs|d) =(7,9,9,4),
r(zg|A) = (7,9,7,4),
r(zo|A) = (7,9,4,4),
’I”(3312|A) (7,9, 1,5),
r(z15|A4) = (7,9,2,6),
r(z1s|A) = (7,9,5,6),
T’(.Tl 1|A) (5,4,8,4),
T’(.Tl 4|A) (4,6,9,5),
T’(:L‘l 7|A) (4,9, 11,7),
T’(ll?l 10‘14) ( 7,11,7),
r(z1,13l4) = (4,4, 10,6),
r(xl 16“’4) (5, 1,9,5),
7‘((E1 19‘14) (6 2,9,5),
T(y2|A) (8 10777 6)a
T‘(y5|A) (9 117676)a
r(ys|A) = (10,12,4,7),
r(yulA=(9,11,3,8),
r(y14|A) = (8,10,5,7),
7( A)=(7,5,11,7),
7( A)=(6,7,12,8),
7( A) = (6,6,13,9),
’I“(yl 11|A (7 4 12 8),
’I“(yl 14|A (8 3 11 7),
r(z2]4) = (10,12,6,7),
r(zs5|4) = (9, 11,5,8),
’I“(Zl 3‘14) (7, 6, 14, 10),

Karena setiap titik pada G memiliki representasi yang berbeda, maka A adalah

himpunan pemisah, sehingga:

dim(G) < 4.

(3.1)

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk sebarang kemungkinan A dengan |A| <

4, akan selalu terdapat minimal dua titik dengan representasi yang sama. Jika

diambil sebarang kemungkinan A dengan |A| = 3, maka akan terdapat dua kasus,

yaitu:

Kasus 1.1 Misalkan terdapat paling banyak satu anggota A di Béé). Terdapat

beberapa kemungkinan:

(1) Anggota A di B( ) adalah v1,; atau 21, untuk 1 < ¢ < 5. Tanpa mengurangi

perumuman, mlsalkan A; = v1.4,213,v2. Dengan demikian terdapat dua titik

w19 dan wy,11 dengan representasi yang sama, yaitu:

r(wyglAr) = r(wi11|Ar) =

(2,9,5).
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Gambar 3. Penempatan empat titik anggota himpunan pemisah A = {v1 3, 21,17, z13,v2} (di-
tandai dengan titik berwarna biru) pada graf Bgo(1,1).

(2) Anggota A di Bé(l)) adalah w ; atau y; ; untuk 1 < j < 15. Tanpa mengurangi
perumuman, misalkan Ay = w1, 213, v2. Dengan demikian terdapat dua titik
w2 dan wy 15 dengan representasi yang sama, yaitu:

(w1 ,2|A2) = r(wi,15/42) = (1,7, 3).
(3) Anggota A di Béé) adalah z;  untuk 1 < k < 15. Tanpa mengurangi perumu-

man, misalkan As = 117,213, v2. Dengan demikian terdapat dua titik w13
dan w; 15 dengan representasi yang sama, yaitu:

?”(’LUL13|A3) = T(w1715|A3) = (2, 77 3)

(4) Tidak terdapat anggota A di Béé). Tanpa mengurangi perumuman, misalkan
Ay = v9,x13,v3. Dengan demikian terdapat tiga titik vy 2,v1 5 dan wy ; dengan
representasi yang sama, yaitu:

T‘(’ULQ A4) = T(U1’5‘A4) = r(w1’1|A4) = (2,673).

Berdasarkan kemungkinan (1) sampai (4) dapat dilihat bahwa Aj, As, A3, dan
A, terdapat minimal dua titik yang memiliki representasi yang sama, sehingga
Ay, Ag, Az, dan A4 bukan himpunan pemisah.
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Kasus 1.2 Misalkan terdapat paling banyak satu anggota A di Bgg. Tanpa
mengurangi keumuman, ambil contoh A = {v13,21,17,v2} dengan v 3,117 €
V(Béé)) dan ve € V(Bgo). Berdasarkan perhitungan jarak, terdapat dua titik
ws, w5 € V(Bgo) yang memiliki representasi sama terhadap A, yaitu:

T(wB | A) = T(U}5 ‘ A) = (7,972)

Secara umum, karena minimal dua anggota A berada pada komponen Bé(l)), infor-

masi jarak untuk membedakan titik-titik yang simetris di Bgp menjadi tidak cukup,
sehingga selalu terdapat minimal dua titik di Bgy dengan representasi sama. Dengan
demikian, A bukan merupakan himpunan pemisah.

Dari Kasus 1.1 dan Kasus 1.2 dapat dilihat bahwa jika |A| = 3, maka akan
selalu terdapat minimal dua titik dengan representasi yang sama sehingga, haruslah

dim(G) > 3 atau dim(G) > 4. (3.2)

Dengan demikian dari Persamaan (3.1) dan (3.2) dapat disimpulkan bahwa dimensi
metrik graf G = Bgo(1,¢) untuk ¢t = 1 adalah empat.

Kasus 2. 2 <t <5.

Secara struktural, graf G = Bgo(1l,t) terdiri dari satu graf pusat Bgg yang di-
hubungkan secara simetris dengan t buah subgraf identik Bé? (1 <i<t). Karena
setiap subgraf Béf)) hanya terhubung melalui titik tunggal v; ;, maka setiap subgraf
Bé? membutuhkan tepat dua titik pemisah internal {v; 3, z; 17} untuk membedakan
titik-titik di dalamnya, sedangkan graf pusat Bgg membutuhkan satu titik pemisah
x13. Oleh karena itu, himpunan A = {z13} U U,t'zl{vi,:s,fl?i,n} dengan |A| =2t + 1
merupakan himpunan pemisah kandidat untuk sebarang 2 < ¢ < 5.

Berikut diberikan pembuktian eksplisit untuk kasus t = 5 (|A| = 11). Karena
sifat jarak antar titik pada Béf))
pembuktian untuk ¢ € {2, 3,4} analog dengan mengambil ¢ buah komponen pertama
dari himpunan A. Tanpa mengurangi perumuman, ambil ¢ = 5.

Untuk menunjukkan dim(G) < 2t 4 1, pilih:

bersifat independen terhadap nilai ¢, maka argumen

A= {01,3,961,17,3013,U2,3,$2,17703,3,$3,17, U4,3,5C4,17,U5,3,305,17}7

Titik=titik anggota A diberikan pada Gambar 4.

Representasi semua titik pada graf G dapat dibedakan dengan cara menunjukan
jarak yang berbeda pada setiap titik Bgo dan di Bég) untuk 1 < t < 5 terhadap
anggota himpunan A. Perhatikan representasi titik-titik di Bgg terhadap A.

Kasus 2.1 Terdapat titik di Bgy yang memiliki jarak yang sama terhadap anggota
himpunan A yang berada di Bgg, tetapi memiliki jarak yang berbeda terhadap
anggota himpunan A yang lain yang berada di Bég), yaitu:

Karena d(wn,vs,3) # d(wa4,vs 3) maka r(wq|A) # r(ws]A).

Karena d(x11, z4,3) # d(215,T4,3) maka r(x11]|A4) # r(x15|A4).

Karena d(x7,v3,3) # d(z19,v3,3) maka r(z7|A) # r(z19]A).
Karena d(z1,v3,3) # d(22,vs,3) maka r(z1|A) # r(22]A).
Karena d(z3,v4,3) # d(25,v4,3) maka r(z3|A) # r(z5|A).
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Gambar 4. Penempatan 2¢ + 1 titik anggota himpunan pemisah A = {z13} U Ug’zl{vi,g,x@n}
(ditandai dengan titik berwarna biru) pada graf Beo(1,5).

Kasus 2.2 Terdapat titik di Bgg yang memiliki jarak yang sama terhadap anggota
himpunan A yang berada di Bgg, tetapi memiliki jarak yang berbeda terhadap
anggota himpunan A yang lain yang berada di Béto), yaitu:
Karena d(ws, x13) # d(ws, 213) maka r(wz|A) # r(ws|A).
Karena d(wg,x13) # d(ws, x13) maka r(we|A) # r(ws|A).
Karena d(wo, x13) # d(w11, 213) maka r(wg|A) # r(wi1|A).
Karena d(wi2,x13) # d(w14, 13) maka r(wi2|A) # r(wia]A).
Karena d(wis,x13) # d(we, 213) maka r(wis]|A) # r(ws|A).
Karena d(x1,x13) # d(x20, 213) maka r(z1|A) # r(xg|A).
Karena d(x4,13) # d(x5,113) maka r(xg|A) # r(xs|A).

( # d(xg,x13) maka r(xg|A) # r(xg|A).

( 75 d($13,$13) maka T($12|A) 7é T(Z‘13|A).
Karena, d($16,l‘13) 75 d(1‘17,$13) maka, T($16|A) 7é 7"(3317|A).
Karena d(y1,x13) # d(y15, x13) maka r(y1]|A) # r(y15|A4).

Karena d(xg,x13)
Karena d $12,Z‘13)
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d(ya, v13) maka r(ys|A) # r(y|A).

d(y7,x13) maka r(ys|A) # r(y7|A).

d(y10,x13) maka r(yg|A) # r(y10]|A).
d(y13,x13) maka 7(y12|A) # r(y13]A).

Karena d(ys, x13)
Karena d(ys, x13)
(
(

R

Karena d(yg, x13)
Karena d(y12, z13)

\H\

Kasus 2.3 Terdapat titik di Bgg yang memiliki jarak yang berbeda terhadap
anggota himpunan A yaitu:

Karena d(wr,x13) # d(wig,x13) # d(w13,213) maka r(w7|A) # r(wip|d) #
r(wiz|A).
Karena d($2,]}13) 7& d($3,$13) 7é d($6,$13) 7é d(l‘lo,xlg) 75 d(l‘14,£13) 7’5
d(x18,x13) maka (x| A) # r(xs|A) # r(xe|A) # r(x10]|A) # r(x14]A) # (18] A).
Karena d(yg,acl?,) 7& d(y5,x13) 7é d(yg,l‘lg) 7’5 d(yn,xlg) 7é d(y14,$13) maka
T(y2|A) # r(ys|A) # r(ys|A) # r(y11|A) # r(y14|A).
Karena d(z4,213) # d(z3,213) # d(21,213) maka r(z4|A) # r(z3]A) # r(21|A).
Perhatikan representasi titik-titik di Bég) untuk 1 < ¢t < 5 terhadap A.

Kasus 2.4 Terdapat titik di Bég) yang memiliki jarak yang sama terhadap salah
satu anggota himpunan A yang berada di ng), tetapi memiliki jarak yang berbeda
terhadap anggota himpunan A yang lain, yaitu:

Karena d(vy 1, x¢,17) # d(ve5, Te17), maka r(ve1|A) # r(ves|A).
Karena d(vy 2, ve,3) # d(vy.3,v;.3), maka r(ve 2| A) # r(ve3|A).
Karena d(vy 2, 1,17) # d(vg,a, Te17), maka r(ve2|A) # (v 4] A).
Karena d(wy 4, x¢17) # d(wy,7, ¢,17), maka 7(wy 4| A) # r7(we 7] A).
Karena d(x¢ 15, vt,3) # d(z¢19, vr,3), maka r(ze 15| A4) # r(2e19]A).
Karena d(x¢3,vt,3) # d(x.11, ¢ 3), maka r(z3|A) # r(xe11]4).
Karena d(z;1,x13) # d(#t,4,%13), maka r(z1|A4) # r(z.4|A).
(

d(
Karena d(z;,2,%13) # d(zt,3,x13), maka r(z; 2| A) # r(2e.3]A).

Kasus 2.5 Terdapat titik di B( ) yang memiliki jarak yang berbeda terhadap salah
satu anggota himpunan A yang berada di Béo), tetapi memiliki jarak yang sama
terhadap anggota himpunan A yang lain, yaitu:
Karena d(wy 2, x,17) # d(we 15, Tp,17), maka r(wy 2] A) # r(we15]A).
Karena d(wy,3, x¢,17) # d(w 5, x,17), maka r(wy 3| A) # r(wgs|A).
Karena d(wy,¢, x¢,17) # d(wy s, ©,17), maka r(w g|A) # r(wgs|A).
Karena d(wy,9, x1,17) # d(wi 11, %,17), maka r(wg ol A) # r(we11]A).
Karena d(wy 12, %1,17) # d(wy 14, Ty,17), maka r(wy12]A) # r(we14]A).
Karena d(x¢ 1, %,17) # d(24,20, %1,17), maka 7(x1]A) # r(x,20|A4).
Karena d(xy 4, %17) # d(z45, T1,17), maka r(xy 4] A) # r(z5|A).
Karena d(xt s, z17) # d(Te,9, T1,17), maka r(xy g|A) # r(ze9|A).
Karena d(x¢ 12, %,17) # d(Ti13, 1,17), maka 7(xy 12|A) # r(z413]A).
Karena d(x¢ 16, %t,17) # d(Te17, 1,17), maka 7(xy 16| A) # r(z417|A).
Karena d(yi 1, x,17) 7# d(Ys,15, Te17), maka r(y1|A) # r(y,15]4).
Karena d(yt,3,71,17) # d(Yt,4, T1,17), maka 7(ye 3| A) # r(yr,4|A).
Karena d(y,6,z¢,17) # d(yi,7,%4,17), maka r(y.6]A) # r(y.,7|A).
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Karena d(y,9, 2¢,17) 7 d(Ye,10, Te,17), maka r(ye9|A) # r(ye,10|A).
Karena d(y,12, %¢,17) # d(ye,13, Te,17), maka 7(ye 12| A) # r(ye,13]A).

Kasus 2.6 Terdapat titik di Bég) yang memiliki jarak yang berbeda terhadap
anggota himpunan A yaitu:

Karena d(wy1,217) # d(weio, Te17) # d(wias, 17), maka r(weqi|A) #
r(wt710|A) 7£ T(wtvlg‘A).
Karena d(xi2,717) # d(xee,7e17) # d(@e7,2e17) #  d(x10,Te17) #
d(wi1a,2017) # d(@eas,Te17), maka r(xga|A) # r(weeld) # r(xe7]A) #
r(@e10lA) # r(2e14|A) # r(e,18|A).
Karena d(yi,2, 2¢,17) # d(Ye,5,Te,17) # d(Ye.8, Te,17) 7 (Y11, Tea7) 7 A(Ye14, Te17),
maka (e 2|A) # 7(ye 5| A) # 7(yes|A) # (Y11l A) # 7(ye14]A).
Karena d(z:5,%t,17) # d(2t,4,%017) # d(2e3,2e17), maka r(z;5|A) # r(z:4|A) #
(23] A).

Dari Kasus 2.1 sampai Kasus 2.6 terlihat bahwa setiap titik pada graf G
memiliki representasi yang berbeda. Karena setiap titik pada G memiliki represen-
tasi yang berbeda, maka A adalah himpunan pemisah, sehingga diperoleh batas
atas dim(G) adalah 2t 4+ 1, maka dengan demikian

dim(G) < 2t + 1. (3.3)

Akan ditunjukkan dim(G) > 2t + 1 yaitu dengan menunjukkan bahwa untuk
sebarang kemungkinan A dengan |A| = 2t, akan selalu terdapat minimal dua titik
dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi perumuman, misalkan ¢ = 5.
Jika diambil sebarang kemungkinan A dengan |A| = 10, maka akan terdapat dua
kemungkinan berikut.

Kasus A. Misalkan terdapat paling banyak satu anggota A di Bég). Terdapat
beberapa kemungkinan:

1) Anggota A di B(t) adalah v; ; atau z;; untuk 1 <t < 5dan 1 <+¢ < 5. Tanpa
60 ; :
mengurangi perumuman, misalkan:

As = {01,3, r13,V2,3,22,17, V3,3, L3,17, V4,3, T4,17, U5,3, $5,17}~

Dengan demikian terdapat dua titik w; ¢ dan w; 11 dengan representasi yang
sama, yaitu:

7‘('[U179|A5) = r(w1,11|A5) = (3, 9, 77 9, 8, 10, 8, ].0, 7, 9)

(2) Anggota A di ng) adalah w; ; atau y; ; untuk 1 <t <5dan 1 < j < 15. Tanpa
mengurangi perumuman, misalkan:

Ag = {w1,3, T13,V2,3,22,17,V3,3,L3,17, V4,3, T4,17, V5,3, 175,17}-

Dengan demikian terdapat dua titik w; 9 dan wi,1; dengan representasi yang
sama, yaitu:

r(w1,9|A6) = r(w1711|A5) = (6, 9, 7, 9, 8, 10, 8, 10, 7, 9)
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(3) Anggota A di Béf]) adalah z;, untuk 1 < ¢ < 5 dan 1 < k£ < 20. Tanpa
mengurangi perumuman, misalkan:

A7 = {1'1,1671'137'02,37172,1% V3,3,23,17, V4,3, 134,17,’05,37935,17}-

Dengan demikian terdapat dua titik x;7 dan y; 4 dengan representasi yang
sama, yaitu:

r(z1,7]47) = r(y1,4]47) = (1,11,9,11, 10, 12,10,12,9,11).
(4) Tidak terdapat anggota A di Bég). Tanpa mengurangi perumuman, misalkan:

Ag = {02,1,9613,02,371152,17, U3,37$3,177U4,3,I4,17,U5,37I5,17}-

Dengan demikian terdapat tiga titik vq 2,v1,5 dan w; ; dengan representasi yang
sama, yaitu:

T(U172|Ag) = T(U175|Ag) = r(w1,1|Ag) = (2, 6,4,67 5, 7, 5, 7,4,6).

Berdasarkan kemungkinan (1) sampai (4) dapat dilihat bahwa Aj, Ag, A7, dan
Ag terdapat minimal dua titik yang memiliki representasi yang sama, sehingga
As, Ag, A7, dan Ag bukan himpunan pemisah.

Kasus B. Tidak terdapat anggota A di Bgg. Tanpa mengurangi perumuman, mis-
alkan Ag = {v14,%1,4,v2,3,T2,17, V3,3, ¥3,17, V4,3, T4,17, Us,3, T5,17 } . Dengan demikian
terdapat dua titik wg dan wy; dengan representasi yang sama, yaitu:

7’(’[U9|A9) = r(wll ‘A9) = (67 87 6a 87 57 77 47 6; 57 7)

Dari Kasus A dan Kasus B dapat dilihat bahwa jika |A| = 2¢ maka akan
selalu terdapat minimal dua titik dengan representasi yang sama, sehingga haruslah
haruslah

dim(G) > 2t atau dim(G) > 2t + 1. (3.4)

Dengan demikian dari Persamaan (3.3) dan (3.4) dapat disimpulkan bahwa dimensi
metrik graf G = Bgo(1,¢) adalah 2t + 1, untuk 2 < ¢ < 5. O

4. Kesimpulan

Dimensi metrik graf Buckminsterfullerene-type yang dinotasikan dengan Bgg(1,t)
dengan 1 <t < 5 adalah

4, untuk t =1
2t + 1, untuk 2 <t <5.

dim(G) = {
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