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Abstrak. Misalkan G = (V,E) adalah suatu graf terhubung dengan himpunan
titik V (G) dan himpunan sisi E(G). Misalkan u dan v adalah titik-titik dalam graf

terhubung G, panjang lintasan terpendek dari u ke v pada G dinotasikan d(u, v).

Jika A = {a1, a2, · · · , ak} suatu himpunan terurut dari titik-titik dalam graf ter-
hubung G dan titik v ∈ V (G) maka representasi dari titik v terhadap A, dinotasikan

r(v|A) adalah r(v|A = (d(v, a1), d(v, a2), · · · , d(v, ak)). Jika r(v|A) untuk setiap titik

v ∈ V (G) berbeda, maka A dinamakan himpunan pemisah dari G. Himpunan pemisah
dengan kardinalitas minimum dinamakan himpunan pemisah minimum, dan kardina-

litas dari himpunan pemisah minimum dinamakan dimensi metrik (metric dimension)

dari G, dinotasikan dim(G). Pada penelitian ini dibahas mengenai dimensi metrik graf
Buckminsterfullerene-type yang dinotasikan B60(1, t) untuk 1 ≤ t ≤ 5. Hasil penelitian

menunjukkan bahwa nilai dim(G) = 4 untuk t = 1 dan dim(G) = 2t+1 untuk 2 ≤ t ≤ 5.

Kata Kunci : Dimensi metrik, graf Buckminsterfullerene, graf Buckminsterfullerene-type,
himpunan pemisah, representasi

Abstract. Let G = (V,E) is a connected graph with vertex set V (G) and edge
set E(G). Define u and v is vertices in G connected graph, the length of the shortest

path from u to v of G, denoted by d(u, v). If A = {a1, a2, · · · , ak} an ordered set from
vertices of G connected graph and vertex v ∈ V (G), then representation from vertex v
with respect to A, denoted by r(v|A) is r(v|A = (d(v, a1), d(v, a2), · · · , d(v, ak)). If r(v|A)

have distinct representation, then A is called the resolving set of G. The resolving set

with minimum cardinality is called minimum resolving set, and the cardinality from
minimum resolving set is called the metric dimension of G, denoted by dim(G). In this
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paper, we discuss about metric dimension of Buckminsterfullerene-type graph, denoted
by B60(1, t) for 1 ≤ t ≤ 5. Specifically, the main results reveal that dim(G) = 4 for t = 1

and dim(G) = 2t+ 1 for 2 ≤ t ≤ 5.

Keywords: Continuous mortality modelling, Gaussian Process, TMPI 2023

1. Pendahuluan

Suatu graf G adalah pasangan himpunan (V (G), E(G)) dinotasikan G = (V,E),

dengan V merupakan himpunan tidak kosong yang anggota-anggotanya dina-

makan titik (vertex ) dari G, dan E merupakan himpunan sisi (edge) yang

menghubungkan dua titik di graf G [1]. Salah satu kajian dalam teori graf yang

dibahas dalam penelitian ini adalah dimensi metrik. Istilah dimensi metrik per-

tama kali diperkenalkan oleh Harary dan Melter [2].

Definisi baku dimensi metrik diberikan oleh Chartrand dkk. [3] sebagai berikut.

Misalkan G = (V,E) adalah suatu graf terhubung dengan himpunan titik V (G)

dan himpunan sisi E(G). Misalkan u dan v adalah titik-titik dalam graf terhubung

G, panjang lintasan terpendek dari u ke v pada G dinotasikan d(u, v). Jika A =

{a1, a2, · · · , ak} suatu himpunan terurut dari titik-titik dalam graf terhubung G dan

titik v ∈ V (G) maka representasi dari titik v terhadap A, dinotasikan r(v|A) adalah

r(v|A = (d(v, a1), d(v, a2), · · · , d(v, ak)). Jika r(v|A) untuk setiap titik v ∈ V (G)

berbeda, maka A dinamakan himpunan pemisah dari G. Himpunan pemisah

dengan kardinalitas minimum dinamakan himpunan pemisah minimum, dan

kardinalitas dari himpunan pemisah minimum dinamakan dimensi metrik (metric

dimension) dari G, dinotasikan dim(G).

Simanjuntak dkk. [4] menentukan batas atas dan batas bawah dimensi metrik

graf hasil operasi amalgamasi. Kemudian, Yulianti dkk. [5] memperoleh dimensi

metrik graf hasil operasi thorn dan subdivisi terhadap graf lengkap. Selanjutnya,

Febrianti dkk. [6] dan Putri dkk. [7] memperoleh dimensi metrik amalgamasi graf

tangga segitiga diperumum homogen berukuran kecil. Kemudian Yulianti dkk. [8]

memperumum hasil [6] dan [7] dengan menentukan dimensi metrik graf amalgamasi

graf tangga segitiga diperumum sebarang. Hasil lainnya adalah dimensi metrik graf

hasil operasi comb product oleh Saputro dkk. [9], graf hasil operasi join antara graf

roda dengan graf siklus Wn+Cn untuk n ∈ {3, 4} oleh Putra [10], graf amalgamasi

dari graf Theta oleh Welyyanti dkk. [11], dan amalgamasi dari graf lengkap oleh

Abdurrahman dkk. [12].

Molekul Fullerene dapat direpresentasikan dengan atom sebagai titik dan ikatan

antar atom sebagai sisi [13]. Graf Fullerene yang merupakan representasi dari

molekul tersebut memiliki sisi banyak (polihedral) yang terbuat dari atom karbon,

seperti yang dapat dilihat pada Gambar 1(a).

Graf Fullerene yang memiliki titik n = 20 dinamakan graf Dodecahedral dan

graf Fullerene yang memiliki titik n = 60 dinamakan graf Buckminsterfullerene [14].

Graf (k, 6)-Fullerene didefinisikan oleh Akhter dkk. [15] sebagai graf Fullerene yang

memuat graf siklus Ck dan graf siklus C6, untuk beberapa nilai k. Pada artikel yang

sama, Akhter dkk. [15] menunjukkan bahwa dimensi metrik graf (3, 6)-Fullerene dan

(4, 6)-Fullerene adalah 3. Dalam [15] juga diberikan masalah terbuka yang berkaitan
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Gambar 1. (a) Graf Fullerene dan (b) Graf Buckminsterfullerene

dengan penentuan dimensi metrik graf (5, 6)-Fullerene. Salah satu bentuk sederhana

dan representatif dari graf (5, 6)-Fullerene adalah graf Buckminsterfullerene (B60)

yang terdiri dari 12 muka segi-lima (C5) dan 20 muka segi-enam (C6), dapat dilihat

pada Gambar 1(b).

Putri [16] menunjukkan bahwa dimensi metrik graf Buckminsterfullerene

B60 adalah 3. Kemudian, Yulianti dkk. [17] menentukan dimensi metrik dua

graf hasil modifikasi graf B60, yaitu graf Buckminsterfullerene-subdivisi dan

Buckminsterfullerene-star. Sebagai upaya untuk memperluas kajian dan menjadi

jembatan dalam menyelesaikan masalah terbuka mengenai graf (5, 6)-Fullerene dari

Akhter dkk. [15], graf yang menjadi perhatian pada penelitian ini adalah modifikasi

dari graf Buckminsterfullerene, yaitu graf Buckminsterfullerene-type yang dino-

tasikan B60(1, t) untuk 1 ≤ t ≤ 5. Konstruksi graf tersebut dilakukan oleh Putri

dkk. [18]. Pembatasan 1 ≤ t ≤ 5 dilakukan karena untuk t > 5, pola represen-

tasi koordinat metrik mengalami pergeseran struktur yang memerlukan pendekatan

pembuktian yang berbeda.

2. Graf Buckminsterfullerene-type

Dinotasikan B60 sebagai graf Buckminsterfullerene dengan himpunan titik dan him-

punan sisi sebagai berikut:

V (B60) = {vi, zi|1 ≤ i ≤ 5} ∪ {wj , yj |1 ≤ j ≤ 15} ∪ {xk|1 ≤ k ≤ 20}, (2.1)

E(B60) = {vlvl+1, zlzl+1|1 ≤ l ≤ 4} ∪ {wmwm+1, ymym+1|1 ≤ m ≤ 14}
∪{xnxn+1|1 ≤ n ≤ 19} ∪ {v1v5, z1z5, w1w15, y1y15, x1x20}
∪{v1w3i−2|1 ≤ i ≤ 5} ∪ {w3i−1x4i−2|1 ≤ i ≤ 5} ∪ {w3lx4l+1|1 ≤ l ≤ 4}
∪{x4i−1y3i−1|1 ≤ i ≤ 5} ∪ {x4ly3l+1|1 ≤ l ≤ 4} ∪ {y3lzl+1|1 ≤ l ≤ 4}
∪{w15x1, x20y1, y15z1}. (2.2)

Dalam [18] Putri dkk. mendefinisikan himpunan titik dan himpunan sisi graf

Buckminsterfullerene-type sebagai berikut. Misalkan t ialah bilangan bulat positif
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untuk 1 ≤ t ≤ 5, dan dinotasikan B
(t)
60 sebagai graf Buckminsterfullerene ke-t,

sehingga himpunan titik dan himpunan sisi B
(t)
60 untuk 1 ≤ t ≤ 5 dapat didefinisikan

sebagai berikut.

V (B
(t)
60 ) = {vt,i, zt,i|1 ≤ i ≤ 5} ∪ {wt,j , yt,j |1 ≤ j ≤ 15} ∪ {xt,k|1 ≤ k ≤ 20}, (2.3)

E(B
(t)
60 ) = {vt,lvt,l+1, zt,lzt,l+1|1 ≤ l ≤ 4} ∪ {wt,mwt,m+1, yt,myt,m+1|1 ≤ m ≤ 14}

∪{xt,nxt,n+1|1 ≤ n ≤ 19} ∪ {vt,1vt,5, zt,1zt,5, wt,1wt,15, yt,1yt,15, xt,1xt,20}
∪{vt,1wt,3i−2|1 ≤ i ≤ 5} ∪ {wt,3i−1xt,4i−2|1 ≤ i ≤ 5} ∪ {wt,3lxt,4l+1|
1 ≤ l ≤ 4} ∪ {xt,4i−1yt,3i−1|1 ≤ i ≤ 5} ∪ {xt,4lyt,3l+1|1 ≤ l ≤ 4}
∪{yt,3lzt,l+1|1 ≤ l ≤ 4} ∪ {wt,15xt,1, xt,20yt,1, yt,15zt,1}. (2.4)

Graf Buckminsterfullerene-type dikontruksi dengan mengidentifikasi titik vt dan

vt,1, dan dinotasikan titik yang baru dengan vt,1 untuk 1 ≤ t ≤ 5. Dinotasikan graf

Buckminsterfullerene-type dengan G = B60(1, t) untuk 1 ≤ t ≤ 5, dan dinotasikan

B60 sebagai graf Buckminsterfullerene, sehingga dari Persamaan (2.1), (2.2), (2.3),

dan (2.4) diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari graf G sebagai berikut:

V (G) =

5⋃
t=1

V (B
(t)
60 ) ∪ V (B60)\{vi|1 ≤ i ≤ 5}, (2.5)

E(G) =

5⋃
t=1

E(B
(t)
60 ) ∪ E(B60){vl,1vl+1,1|1 ≤ l ≤ 4} ∪ {v1,1v5,1}

∪{vi,1w3i−2|1 ≤ i ≤ 5} \ ({vlvl+1|1 ≤ l ≤ 4} ∪ {v1v5}
∪{viw3i−2|1 ≤ i ≤ 5}). (2.6)

Graf Buckminsterfullerene-type G = B60(1, t) untuk 1 ≤ t ≤ 5 diberikan pada

Gambar 2.

3. Pembahasan

Pada bagian ini akan dibahas mengenai dimensi metrik graf Buckminsterfullerene-

type yang dinotasikan dengan G = B60(1, t) untuk 1 ≤ t ≤ 5.

Teorema 3.1. Misalkan G = B60(1, t) untuk 1 ≤ t ≤ 5 adalah graf

Buckminsterfullerene-type. Maka:

dim(G) =

{
4, untuk t = 1

2t+ 1, untuk 2 ≤ t ≤ 5.

Bukti. Perhatikan dua kasus berikut.

Kasus 1. t = 1.

Untuk menunjukkan dim(G) ≤ 4, ambil A = {v1,3, x1,17, x13, v2}, dengan

v1,3, x1,17, x13 dan v2 merupakan titik-titik di G seperti yang dapat dilihat pada

Gambar 3. Notasikan representasi setiap titik di G terhadap A adalah r(v|A =

(d(v, v1,3), d(v, x1,17), d(v, x13), d(v, v2)), ∀v ∈ V (G). Diperoleh representasi semua

titik pada graf G terhadap A adalah:
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Gambar 2. Graf Buckminsterfullerene-type G = B60(1, t) untuk 1 ≤ t ≤ 5

r(v1,1|A) = (2, 4, 5, 1), r(v1,2|A) = (1, 5, 6, 2), r(v1,3|A) = (0, 5, 7, 3),

r(v1,4|A) = (1, 4, 7, 3), r(v1,5|A) = (2, 3, 6, 2), r(v2|A = (3, 5, 5, 0),

r(v3|A) = (4, 6, 4, 1), r(v4|A) = (4, 6, 3, 2), r(v5|A) = (3, 5, 4, 2),

r(w1|A) = (3, 5, 6, 2), r(w2|A) = (4, 6, 7, 3), r(w3|A) = (5, 7, 7, 2),

r(w4|A) = (4, 6, 6, 1), r(w5|A) = (5, 7, 6, 2), r(w6|A) = (6, 8, 5, 3),

r(w7|A) = (5, 7, 4, 2), r(w8|A) = (6, 8, 3, 3), r(w9|A) = (6, 8, 2, 4),

r(w10|A) = (5, 7, 2, 3), r(w11|A) = (6, 8, 1, 4), r(w12|A) = (5, 7, 2, 4),

r(w13|A) = (4, 6, 3, 3), r(w14|A) = (5, 7, 4, 4), r(w15|A) = (4, 6, 5, 3),

r(w1,1|A) = (3, 3, 6, 2), r(w1,2|A) = (4, 4, 7, 3), r(w1,3|A) = (3, 5, 8, 4),

r(w1,4|A) = (2, 6, 7, 3), r(w1,5|A) = (3, 7, 8, 4), r(w1,6|A) = (2, 7, 9, 5),

r(w1,7|A) = (1, 6, 8, 4), r(w1,8|A) = (2, 6, 9, 5), r(w1,9|A) = (3, 5, 9, 5),

r(w1,10|A) = (2, 4, 8, 4), r(w1,11|A) = (3, 3, 9, 5), r(w1,12|A) = (4, 2, 8, 4),

r(w1,13|A) = (3, 2, 7, 3), r(w1,14|A) = (4, 1, 8, 4), r(w1,15|A) = (4, 2, 7, 3),
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r(x1|A) = (5, 7, 7, 4), r(x2|A) = (6, 8, 8, 5), r(x3|A) = (7, 9, 9, 4),

r(x4|A) = (6, 8, 8, 3), r(x5|A) = (6, 8, 7, 3), r(x6|A) = (7, 9, 7, 4),

r(x7|A) = (8, 10, 6, 5), r(x8|A) = (7, 9, 5, 4), r(x9|A) = (7, 9, 4, 4),

r(x10|A) = (8, 10, 3, 5), r(x11|A) = (8, 10, 2, 6), r(x12|A) = (7, 9, 1, 5),

r(x13|A) = (7, 9, 0, 5), r(x14|A) = (8, 10, 1, 6), r(x15|A) = (7, 9, 2, 6),

r(x16|A) = (6, 8, 3, 5), r(x17|A) = (6, 8, 4, 5), r(x18|A) = (7, 9, 5, 6),

r(x19|A) = (6, 8, 6, 5), r(x20|A) = (5, 7, 6, 4), r(x1,1|A) = (5, 4, 8, 4),

r(x1,2|A) = (6, 5, 9, 5), r(x1,3|A) = (5, 6, 10, 6), r(x1,4|A) = (4, 6, 9, 5),

r(x1,5|A) = (4, 7, 9, 5), r(x1,6|A) = (5, 8, 10, 6), r(x1,7|A) = (4, 9, 11, 7),

r(x1,8|A) = (3, 8, 10, 6), r(x1,9|A) = (3, 7, 10, 6), r(x1,10|A) = (4, 7, 11, 7),

r(x1,11|A) = (5, 6, 11, 7), r(x1,12|A) = (4, 5, 10, 6), r(x1,13|A) = (4, 4, 10, 6),

r(x1,14|A) = (5, 3, 11, 7), r(x1,15|A) = (6, 2, 10, 6), r(x1,16|A) = (5, 1, 9, 5),

r(x1,17|A) = (5, 0, 9, 5), r(x1,18|A) = (6, 1, 10, 6), r(x1,19|A) = (6, 2, 9, 5),

r(x1,20|A) = (5, 3, 8, 4), r(y1|A) = (7, 9, 7, 6), r(y2|A) = (8, 10, 7, 6),

r(y3|A) = (8, 10, 8, 5), r(y4|A) = (8, 10, 7, 5), r(y5|A) = (9, 11, 6, 6),

r(y6|A) = (9, 11, 5, 6), r(y7|A) = (9, 11, 4, 6), r(y8|A) = (10, 12, 4, 7),

r(y9|A) = (9, 11, 3, 7), r(y10|A) = (9, 11, 2, 7), r(y11|A = (9, 11, 3, 8),

r(y12|A) = (8, 10, 3, 7), r(y13|A) = (8, 10, 4, 7), r(y14|A) = (8, 10, 5, 7),

r(y15|A) = (7, 9, 6, 6), r(y1,1|A) = (7, 4, 10, 6), r(y1,2|A) = (7, 5, 11, 7),

r(y1,3|A) = (6, 6, 11, 7), r(y1,4|A) = (6, 7, 11, 7), r(y1,5|A) = (6, 7, 12, 8),

r(y1,6|A) = (5, 8, 12, 8), r(y1,7|A) = (5, 7, 12, 8), r(y1,8|A) = (6, 6, 13, 9),

r(y1,9|A) = (6, 5, 12, 8), r(y1,10|A) = (6, 4, 12, 8), r(y1,11|A) = (7, 4, 12, 8),

r(y1,12|A) = (7, 3, 11, 7), r(y1,13|A) = (7, 2, 11, 7), r(y1,14|A) = (8, 3, 11, 7),

r(y1,15|A) = (7, 3, 10, 6), r(z1|A) = (9, 11, 6, 7), r(z2|A) = (10, 12, 6, 7),

r(z3|A) = (11, 13, 5, 8), r(z4|A = (10, 12, 4, 9), r(z5|A) = (9, 11, 5, 8),

r(z1,1|A) = (8, 5, 12, 8), r(z1,2|A) = (7, 6, 13, 9), r(z1,3|A) = (7, 6, 14, 10),

r(z1,4|A) = (8, 5, 13, 9), r(z1,5|A) = (9, 4, 12, 8).

Karena setiap titik pada G memiliki representasi yang berbeda, maka A adalah

himpunan pemisah, sehingga:

dim(G) ≤ 4. (3.1)

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk sebarang kemungkinan A dengan |A| <
4, akan selalu terdapat minimal dua titik dengan representasi yang sama. Jika

diambil sebarang kemungkinan A dengan |A| = 3, maka akan terdapat dua kasus,

yaitu:

Kasus 1.1 Misalkan terdapat paling banyak satu anggota A di B
(1)
60 . Terdapat

beberapa kemungkinan:

(1) Anggota A di B
(1)
60 adalah v1,i atau z1,i untuk 1 ≤ i ≤ 5. Tanpa mengurangi

perumuman, misalkan A1 = v1,4, x13, v2. Dengan demikian terdapat dua titik

w1,9 dan w1,11 dengan representasi yang sama, yaitu:

r(w1,9|A1) = r(w1,11|A1) = (2, 9, 5).
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Gambar 3. Penempatan empat titik anggota himpunan pemisah A = {v1,3, x1,17, x13, v2} (di-

tandai dengan titik berwarna biru) pada graf B60(1, 1).

(2) Anggota A di B
(1)
60 adalah w1,j atau y1,j untuk 1 ≤ j ≤ 15. Tanpa mengurangi

perumuman, misalkan A2 = w1,1, x13, v2. Dengan demikian terdapat dua titik

w1,2 dan w1,15 dengan representasi yang sama, yaitu:

r(w1,2|A2) = r(w1,15|A2) = (1, 7, 3).

(3) Anggota A di B
(1)
60 adalah x1,k untuk 1 ≤ k ≤ 15. Tanpa mengurangi perumu-

man, misalkan A3 = x1,17, x13, v2. Dengan demikian terdapat dua titik w1,13

dan w1,15 dengan representasi yang sama, yaitu:

r(w1,13|A3) = r(w1,15|A3) = (2, 7, 3).

(4) Tidak terdapat anggota A di B
(1)
60 . Tanpa mengurangi perumuman, misalkan

A4 = v2, x13, v3. Dengan demikian terdapat tiga titik v1,2, v1,5 dan w1,1 dengan

representasi yang sama, yaitu:

r(v1,2|A4) = r(v1,5|A4) = r(w1,1|A4) = (2, 6, 3).

Berdasarkan kemungkinan (1) sampai (4) dapat dilihat bahwa A1, A2, A3, dan

A4 terdapat minimal dua titik yang memiliki representasi yang sama, sehingga

A1, A2, A3, dan A4 bukan himpunan pemisah.
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Kasus 1.2 Misalkan terdapat paling banyak satu anggota A di B60. Tanpa

mengurangi keumuman, ambil contoh A = {v1,3, x1,17, v2} dengan v1,3, x1,17 ∈
V (B

(1)
60 ) dan v2 ∈ V (B60). Berdasarkan perhitungan jarak, terdapat dua titik

w3, w5 ∈ V (B60) yang memiliki representasi sama terhadap A, yaitu:

r(w3 | A) = r(w5 | A) = (7, 9, 2).

Secara umum, karena minimal dua anggota A berada pada komponen B
(1)
60 , infor-

masi jarak untuk membedakan titik-titik yang simetris di B60 menjadi tidak cukup,

sehingga selalu terdapat minimal dua titik di B60 dengan representasi sama. Dengan

demikian, A bukan merupakan himpunan pemisah.

Dari Kasus 1.1 dan Kasus 1.2 dapat dilihat bahwa jika |A| = 3, maka akan

selalu terdapat minimal dua titik dengan representasi yang sama sehingga, haruslah

dim(G) > 3 atau dim(G) ≥ 4. (3.2)

Dengan demikian dari Persamaan (3.1) dan (3.2) dapat disimpulkan bahwa dimensi

metrik graf G = B60(1, t) untuk t = 1 adalah empat.

Kasus 2. 2 ≤ t ≤ 5.

Secara struktural, graf G = B60(1, t) terdiri dari satu graf pusat B60 yang di-

hubungkan secara simetris dengan t buah subgraf identik B
(i)
60 (1 ≤ i ≤ t). Karena

setiap subgraf B
(i)
60 hanya terhubung melalui titik tunggal vi,1, maka setiap subgraf

B
(i)
60 membutuhkan tepat dua titik pemisah internal {vi,3, xi,17} untuk membedakan

titik-titik di dalamnya, sedangkan graf pusat B60 membutuhkan satu titik pemisah

x13. Oleh karena itu, himpunan A = {x13} ∪
⋃t

i=1{vi,3, xi,17} dengan |A| = 2t + 1

merupakan himpunan pemisah kandidat untuk sebarang 2 ≤ t ≤ 5.

Berikut diberikan pembuktian eksplisit untuk kasus t = 5 (|A| = 11). Karena

sifat jarak antar titik pada B
(i)
60 bersifat independen terhadap nilai t, maka argumen

pembuktian untuk t ∈ {2, 3, 4} analog dengan mengambil t buah komponen pertama

dari himpunan A. Tanpa mengurangi perumuman, ambil t = 5.

Untuk menunjukkan dim(G) ≤ 2t+ 1, pilih:

A = {v1,3, x1,17, x13, v2,3, x2,17, v3,3, x3,17, v4,3, x4,17, v5,3, x5,17},

Titik=titik anggota A diberikan pada Gambar 4.

Representasi semua titik pada graf G dapat dibedakan dengan cara menunjukan

jarak yang berbeda pada setiap titik B60 dan di B
(t)
60 untuk 1 ≤ t ≤ 5 terhadap

anggota himpunan A. Perhatikan representasi titik-titik di B60 terhadap A.

Kasus 2.1 Terdapat titik di B60 yang memiliki jarak yang sama terhadap anggota

himpunan A yang berada di B60, tetapi memiliki jarak yang berbeda terhadap

anggota himpunan A yang lain yang berada di B
(t)
60 , yaitu:

Karena d(w1, v3,3) ̸= d(w4, v3,3) maka r(w1|A) ̸= r(w4|A).

Karena d(x11, x4,3) ̸= d(x15, x4,3) maka r(x11|A) ̸= r(x15|A).

Karena d(x7, v3,3) ̸= d(x19, v3,3) maka r(x7|A) ̸= r(x19|A).

Karena d(z1, v3,3) ̸= d(z2, v3,3) maka r(z1|A) ̸= r(z2|A).

Karena d(z3, v4,3) ̸= d(z5, v4,3) maka r(z3|A) ̸= r(z5|A).
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Gambar 4. Penempatan 2t + 1 titik anggota himpunan pemisah A = {x13} ∪
⋃5

i=1{vi,3, xi,17}
(ditandai dengan titik berwarna biru) pada graf B60(1, 5).

Kasus 2.2 Terdapat titik di B60 yang memiliki jarak yang sama terhadap anggota

himpunan A yang berada di B60, tetapi memiliki jarak yang berbeda terhadap

anggota himpunan A yang lain yang berada di B
(t)
60 , yaitu:

Karena d(w3, x13) ̸= d(w5, x13) maka r(w3|A) ̸= r(w5|A).

Karena d(w6, x13) ̸= d(w8, x13) maka r(w6|A) ̸= r(w8|A).

Karena d(w9, x13) ̸= d(w11, x13) maka r(w9|A) ̸= r(w11|A).

Karena d(w12, x13) ̸= d(w14, x13) maka r(w12|A) ̸= r(w14|A).

Karena d(w15, x13) ̸= d(w2, x13) maka r(w15|A) ̸= r(w2|A).

Karena d(x1, x13) ̸= d(x20, x13) maka r(x1|A) ̸= r(x20|A).

Karena d(x4, x13) ̸= d(x5, x13) maka r(x4|A) ̸= r(x5|A).

Karena d(x8, x13) ̸= d(x9, x13) maka r(x8|A) ̸= r(x9|A).

Karena d(x12, x13) ̸= d(x13, x13) maka r(x12|A) ̸= r(x13|A).

Karena d(x16, x13) ̸= d(x17, x13) maka r(x16|A) ̸= r(x17|A).

Karena d(y1, x13) ̸= d(y15, x13) maka r(y1|A) ̸= r(y15|A).
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Karena d(y3, x13) ̸= d(y4, x13) maka r(y3|A) ̸= r(y4|A).

Karena d(y6, x13) ̸= d(y7, x13) maka r(y6|A) ̸= r(y7|A).

Karena d(y9, x13) ̸= d(y10, x13) maka r(y9|A) ̸= r(y10|A).

Karena d(y12, x13) ̸= d(y13, x13) maka r(y12|A) ̸= r(y13|A).

Kasus 2.3 Terdapat titik di B60 yang memiliki jarak yang berbeda terhadap

anggota himpunan A yaitu:

Karena d(w7, x13) ̸= d(w10, x13) ̸= d(w13, x13) maka r(w7|A) ̸= r(w10|A) ̸=
r(w13|A).

Karena d(x2, x13) ̸= d(x3, x13) ̸= d(x6, x13) ̸= d(x10, x13) ̸= d(x14, x13) ̸=
d(x18, x13) maka r(x2|A) ̸= r(x3|A) ̸= r(x6|A) ̸= r(x10|A) ̸= r(x14|A) ̸= r(x18|A).

Karena d(y2, x13) ̸= d(y5, x13) ̸= d(y8, x13) ̸= d(y11, x13) ̸= d(y14, x13) maka

r(y2|A) ̸= r(y5|A) ̸= r(y8|A) ̸= r(y11|A) ̸= r(y14|A).

Karena d(z4, x13) ̸= d(z3, x13) ̸= d(z1, x13) maka r(z4|A) ̸= r(z3|A) ̸= r(z1|A).

Perhatikan representasi titik-titik di B
(t)
60 untuk 1 ≤ t ≤ 5 terhadap A.

Kasus 2.4 Terdapat titik di B
(t)
60 yang memiliki jarak yang sama terhadap salah

satu anggota himpunan A yang berada di B
(t)
60 , tetapi memiliki jarak yang berbeda

terhadap anggota himpunan A yang lain, yaitu:

Karena d(vt,1, xt,17) ̸= d(vt,5, xt,17), maka r(vt,1|A) ̸= r(vt,5|A).

Karena d(vt,2, vt,3) ̸= d(vt,3, vt,3), maka r(vt,2|A) ̸= r(vt,3|A).

Karena d(vt,2, xt,17) ̸= d(vt,4, xt,17), maka r(vt,2|A) ̸= r(vt,4|A).

Karena d(wt,4, xt,17) ̸= d(wt,7, xt,17), maka r(wt,4|A) ̸= r(wt,7|A).

Karena d(xt,15, vt,3) ̸= d(xt,19, vt,3), maka r(xt,15|A) ̸= r(xt,19|A).

Karena d(xt,3, vt,3) ̸= d(xt,11, vt,3), maka r(xt,3|A) ̸= r(xt,11|A).

Karena d(zt,1, x13) ̸= d(zt,4, x13), maka r(zt,1|A) ̸= r(zt,4|A).

Karena d(zt,2, x13) ̸= d(zt,3, x13), maka r(zt,2|A) ̸= r(zt,3|A).

Kasus 2.5 Terdapat titik di B
(t)
60 yang memiliki jarak yang berbeda terhadap salah

satu anggota himpunan A yang berada di B
(t)
60 , tetapi memiliki jarak yang sama

terhadap anggota himpunan A yang lain, yaitu:

Karena d(wt,2, xt,17) ̸= d(wt,15, xt,17), maka r(wt,2|A) ̸= r(wt,15|A).

Karena d(wt,3, xt,17) ̸= d(wt,5, xt,17), maka r(wt,3|A) ̸= r(wt,5|A).

Karena d(wt,6, xt,17) ̸= d(wt,8, xt,17), maka r(wt,6|A) ̸= r(wt,8|A).

Karena d(wt,9, xt,17) ̸= d(wt,11, xt,17), maka r(wt,9|A) ̸= r(wt,11|A).

Karena d(wt,12, xt,17) ̸= d(wt,14, xt,17), maka r(wt,12|A) ̸= r(wt,14|A).

Karena d(xt,1, xt,17) ̸= d(xt,20, xt,17), maka r(xt,1|A) ̸= r(xt,20|A).

Karena d(xt,4, xt,17) ̸= d(xt,5, xt,17), maka r(xt,4|A) ̸= r(xt,5|A).

Karena d(xt,8, xt,17) ̸= d(xt,9, xt,17), maka r(xt,8|A) ̸= r(xt,9|A).

Karena d(xt,12, xt,17) ̸= d(xt,13, xt,17), maka r(xt,12|A) ̸= r(xt,13|A).

Karena d(xt,16, xt,17) ̸= d(xt,17, xt,17), maka r(xt,16|A) ̸= r(xt,17|A).

Karena d(yt,1, xt,17) ̸= d(yt,15, xt,17), maka r(yt,1|A) ̸= r(yt,15|A).

Karena d(yt,3, xt,17) ̸= d(yt,4, xt,17), maka r(yt,3|A) ̸= r(yt,4|A).

Karena d(yt,6, xt,17) ̸= d(yt,7, xt,17), maka r(yt,6|A) ̸= r(yt,7|A).
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Karena d(yt,9, xt,17) ̸= d(yt,10, xt,17), maka r(yt,9|A) ̸= r(yt,10|A).

Karena d(yt,12, xt,17) ̸= d(yt,13, xt,17), maka r(yt,12|A) ̸= r(yt,13|A).

Kasus 2.6 Terdapat titik di B
(t)
60 yang memiliki jarak yang berbeda terhadap

anggota himpunan A yaitu:

Karena d(wt,1, xt,17) ̸= d(wt,10, xt,17) ̸= d(wt,13, xt,17), maka r(wt,1|A) ̸=
r(wt,10|A) ̸= r(wt,13|A).

Karena d(xt,2, xt,17) ̸= d(xt,6, xt,17) ̸= d(xt,7, xt,17) ̸= d(xt,10, xt,17) ̸=
d(xt,14, xt,17) ̸= d(xt,18, xt,17), maka r(xt,2|A) ̸= r(xt,6|A) ̸= r(xt,7|A) ̸=
r(xt,10|A) ̸= r(xt,14|A) ̸= r(xt,18|A).

Karena d(yt,2, xt,17) ̸= d(yt,5, xt,17) ̸= d(yt,8, xt,17) ̸= d(yt,11, xt,17) ̸= d(yt,14, xt,17),

maka r(yt,2|A) ̸= r(yt,5|A) ̸= r(yt,8|A) ̸= r(yt,11|A) ̸= r(yt,14|A).

Karena d(zt,5, xt,17) ̸= d(zt,4, xt,17) ̸= d(zt,3, xt,17), maka r(zt,5|A) ̸= r(zt,4|A) ̸=
r(zt,3|A).

Dari Kasus 2.1 sampai Kasus 2.6 terlihat bahwa setiap titik pada graf G

memiliki representasi yang berbeda. Karena setiap titik pada G memiliki represen-

tasi yang berbeda, maka A adalah himpunan pemisah, sehingga diperoleh batas

atas dim(G) adalah 2t+ 1, maka dengan demikian

dim(G) ≤ 2t+ 1. (3.3)

Akan ditunjukkan dim(G) ≥ 2t + 1 yaitu dengan menunjukkan bahwa untuk

sebarang kemungkinan A dengan |A| = 2t, akan selalu terdapat minimal dua titik

dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi perumuman, misalkan t = 5.

Jika diambil sebarang kemungkinan A dengan |A| = 10, maka akan terdapat dua

kemungkinan berikut.

Kasus A. Misalkan terdapat paling banyak satu anggota A di B
(t)
60 . Terdapat

beberapa kemungkinan:

(1) Anggota A di B
(t)
60 adalah vt,i atau zt,i untuk 1 ≤ t ≤ 5 dan 1 ≤ i ≤ 5. Tanpa

mengurangi perumuman, misalkan:

A5 = {v1,3, x13, v2,3, x2,17, v3,3, x3,17, v4,3, x4,17, v5,3, x5,17}.

Dengan demikian terdapat dua titik w1,9 dan w1,11 dengan representasi yang

sama, yaitu:

r(w1,9|A5) = r(w1,11|A5) = (3, 9, 7, 9, 8, 10, 8, 10, 7, 9).

(2) Anggota A di B
(t)
60 adalah wt,j atau yt,j untuk 1 ≤ t ≤ 5 dan 1 ≤ j ≤ 15. Tanpa

mengurangi perumuman, misalkan:

A6 = {w1,3, x13, v2,3, x2,17, v3,3, x3,17, v4,3, x4,17, v5,3, x5,17}.

Dengan demikian terdapat dua titik w1,9 dan w1,11 dengan representasi yang

sama, yaitu:

r(w1,9|A6) = r(w1,11|A6) = (6, 9, 7, 9, 8, 10, 8, 10, 7, 9).
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(3) Anggota A di B
(t)
60 adalah xt,k untuk 1 ≤ t ≤ 5 dan 1 ≤ k ≤ 20. Tanpa

mengurangi perumuman, misalkan:

A7 = {x1,16, x13, v2,3, x2,17, v3,3, x3,17, v4,3, x4,17, v5,3, x5,17}.

Dengan demikian terdapat dua titik x1,7 dan y1,4 dengan representasi yang

sama, yaitu:

r(x1,7|A7) = r(y1,4|A7) = (1, 11, 9, 11, 10, 12, 10, 12, 9, 11).

(4) Tidak terdapat anggota A di B
(t)
60 . Tanpa mengurangi perumuman, misalkan:

A8 = {v2,1, x13, v2,3, x2,17, v3,3, x3,17, v4,3, x4,17, v5,3, x5,17}.

Dengan demikian terdapat tiga titik v1,2, v1,5 dan w1,1 dengan representasi yang

sama, yaitu:

r(v1,2|A8) = r(v1,5|A8) = r(w1,1|A8) = (2, 6, 4, 6, 5, 7, 5, 7, 4, 6).

Berdasarkan kemungkinan (1) sampai (4) dapat dilihat bahwa A5, A6, A7, dan

A8 terdapat minimal dua titik yang memiliki representasi yang sama, sehingga

A5, A6, A7, dan A8 bukan himpunan pemisah.

Kasus B. Tidak terdapat anggota A di B60. Tanpa mengurangi perumuman, mis-

alkan A9 = {v1,4, x1,4, v2,3, x2,17, v3,3, x3,17, v4,3, x4,17, v5,3, x5,17}. Dengan demikian

terdapat dua titik w9 dan w11 dengan representasi yang sama, yaitu:

r(w9|A9) = r(w11|A9) = (6, 8, 6, 8, 5, 7, 4, 6, 5, 7).

Dari Kasus A dan Kasus B dapat dilihat bahwa jika |A| = 2t maka akan

selalu terdapat minimal dua titik dengan representasi yang sama, sehingga haruslah

haruslah

dim(G) > 2t atau dim(G) ≥ 2t+ 1. (3.4)

Dengan demikian dari Persamaan (3.3) dan (3.4) dapat disimpulkan bahwa dimensi

metrik graf G = B60(1, t) adalah 2t+ 1, untuk 2 ≤ t ≤ 5.

4. Kesimpulan

Dimensi metrik graf Buckminsterfullerene-type yang dinotasikan dengan B60(1, t)

dengan 1 ≤ t ≤ 5 adalah

dim(G) =

{
4, untuk t = 1

2t+ 1, untuk 2 ≤ t ≤ 5.
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