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Abstrak. Pelabelan prima adalah pelabelan bijektif pada simpul graf sehingga

setiap pasangan simpul yang bertetangga memiliki label bilangan bulat yang relatif
prima. Graf yang memenuhi kondisi tersebut disebut graf prima. Penelitian ini bertu-

juan mengkaji dan mengonstruksi fungsi pelabelan prima pada graf bunga bintang tipe

I yang dimodifikasi, yaitu graf SF lp,q(1), serta graf hasil operasi comb antara graf terse-
but dan graf sederhana S1. Hasil penelitian menunjukkan bahwa graf bunga bintang

SF lp,q(1) merupakan graf prima untuk setiap p ≥ 3. Selain itu, graf hasil operasi comb

SF lp,q(1) ▷o S1 juga memenuhi syarat sebagai graf prima.

Kata Kunci : Graf Bunga Bintang, Operasi Comb, Pelabelan Prima

Abstract. Prime labeling is a bijective labeling of the vertices of a graph such that
every pair of adjacent vertices receives relatively prime integers. A graph that admits

such a labeling is called a prime graph. This paper studies the prime labeling of a modified

type I star flower graph, denoted by SF lp,q(1), and the graph obtained from the comb
operation between SF lp,q(1) and the simple graph S1. The results show that the star
flower graph SF lp,q(1) is a prime graph for every p ≥ 3. Furthermore, the comb product

SF lp,q(1) ▷o S1 is also a prime graph.

Keywords: Comb Operation, Prime Labeling, Star Flower Graph

1. Pendahuluan

Beberapa jenis pelabelan pada graf yang telah dikaji antara lain pelabelan magic

[1–3], pelabelan k-titik [4, 5], pelabelan graceful [6, 7], pewarnaan graf [8–12], pela-

belan prima Fibonacci [13], dan pelabelan prima. Pelabelan prima merupakan
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salah satu jenis pelabelan graf yang banyak dikaji dalam teori graf. Pelabelan

ini didefinisikan sebagai pelabelan fungsi bijektif pada simpul graf sehingga se-

tiap pasangan simpul yang bertetangga memiliki label bilangan bulat yang saling

relatif prima. Graf yang memenuhi kondisi tersebut disebut sebagai graf prima. Se-

jumlah penelitian mengenai pelabelan prima telah dilakukan pada berbagai kelas

graf khusus, seperti Parthiban dkk. [14] berhasil mengonstruksi pelabelan prima

untuk graf lotus dalam lingkaran, graf garis dari graf matahari, dan graf kupu-

kupu umum. Pada graf Pappus, Annamma dan Begum [15] menunjukkan bahwa

operasi duplikasi dan pertukaran simpul serta gabungan dua simpul tetap memper-

tahankan sifat pelabelan prima. Selanjutnya, Prabhakaran dkk. [16] membuktikan

bahwa pelabelan prima tetap dapat dipertahankan pada graf Franklin meskipun

dilakukan modifikasi struktur graf. Penelitian lain dilakukan oleh Jesintha dkk. [17]

pada graf tengah, graf layang-layang, graf kerang, dan subdivisi graf kerang, sedang-

kan Kavitha dan Vimala [18] mengkaji pelabelan prima pada gabungan antara graf

siklus, graf mahkota, graf pertemanan, graf bintang, graf roda, dan graf roda gigi

dengan graf lintasan. Selain itu, Ezhil [19] meneliti pelabelan prima pada beberapa

graf bipartit dan graf yang berkaitan dengan graf siklus.

Selain itu, beberapa penelitian juga mengkaji pelabelan prima pada graf hasil

operasi tertentu, misalnya Curran [20] meneliti pelabelan prima pada graf grid pla-

nar (Pp×Pn) dengan batasan dimensi tertentu. Kansagara dan Patel [21] mengkaji

graf web tanpa pusat beserta subdivisinya dan gabungannya dengan graf roda. Bedi

dkk. [22] memanfaatkan operasi comb untuk mengonstruksi pelabelan prima pada

graf ular siklus. Sementara itu, Abughneim dan Abughazaleh [23] meneliti pela-

belan prima pada gabungan beberapa graf, seperti graf roda dengan graf lintasan,

graf siklus dengan graf roda, dan graf lengkap dengan graf lain yang memenuhi

pelabelan prima. Pada tahun yang sama, keduanya juga mengkaji pelabelan prima

pada graf yang dibangun dari graf roda [24]. Selanjutnya, Rahmadani dkk. [25]

membuktikan bahwa operasi amalgamasi pada graf bunga juga memenuhi syarat

pelabelan prima.

Namun, kajian mengenai pelabelan prima pada graf bunga bintang masih ter-

batas. Pada [26] diperkenalkan pelabelan prima total pada variasi graf bunga bin-

tang tipe I yang dinotasikan sebagai SF ln(1), beserta beberapa sifat dasarnya.

Pelabelan prima total dan pelabelan prima merupakan dua konsep yang berbeda,

sehingga keberadaan pelabelan prima total pada suatu graf tidak secara langsung

menjamin keberadaan pelabelan prima pada graf yang sama. Lebih lanjut, peneli-

tian mengenai pelabelan prima pada graf bunga bintang yang dimodifikasi dengan

dua bagian simpul, yaitu SF lp,q(1), belum dilakukan. Selain itu, pelabelan prima

pada graf hasil operasi comb antara graf SF lp,q(1) dan graf S1 juga belum diteliti.

Berdasarkan celah penelitian tersebut, pada artikel ini dikaji pelabelan prima

pada dua struktur graf, yaitu graf bunga bintang SF lp,q(1) dan graf hasil operasi

comb SF lp,q(1)▷oS1. Penelitian ini bertujuan mengonstruksi fungsi pelabelan prima

pada kedua graf tersebut serta menunjukkan bahwa masing-masing memenuhi

syarat sebagai graf prima.
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2. Landasan Teori

Pada bagian ini diberikan beberapa konsep dasar yang digunakan dalam penelitian.

Definisi 2.1. [27] Graf sederhana G didefinisikan sebagai pasangan G =

(V (G), E(G)), dengan V (G) merupakan himpunan berhingga tak kosong yang setiap

elemennya disebut simpul, dan E(G) merupakan himpunan berhingga pasangan tak

terurut dari dua elemen berbeda di V (G), yang setiap elemennya disebut sisi.

Teorema 2.2. [28] Misalkan X dan Y adalah dua himpunan berhingga dan f :

X → Y . Jika |X| = |Y |, maka f injektif jika dan hanya jika f surjektif (ekuivalen

dengan f bijektif).

Selanjutnya didefinisikan pelabelan prima, yang menjadi fokus utama penelitian

ini.

Definisi 2.3. [29] Misalkan G adalah graf sederhana dengan himpunan simpul

V (G) dan himpunan sisi E(G). Pelabelan prima didefinisikan sebagai fungsi bijektif

f : V (G) → {1, 2, · · · , |V (G)|} dengan |V (G)| banyaknya simpul di G, sehingga un-

tuk setiap dua simpul bertetangga u, v ∈ V (G) berlaku gcd(f(u), f(v)) = 1 dengan

f(u), f(v) ∈ {1, 2, · · · , |V (G)|}.

Dengan kata lain, setiap simpul bertetangga harus mendapat label bilangan bulat

berbeda yang relatif prima. Jika suatu graf dapat dilabeli dengan pelabelan prima

maka graf tersebut disebut graf prima.

Definisi 2.4. Graf bintang Sn adalah graf sederhana tak berarah yang terdiri atas

n+1 simpul, dengan satu simpul pusat berderajat n dan n simpul lainnya berderajat

satu.

Selanjutnya diberikan definisi graf bunga bintang tipe I, yang diilustrasikan pada

Gambar 1.

Definisi 2.5. [26] Graf bunga bintang SF ln(1) adalah graf yang dibangun dari graf

bintang Sn (dengan n ≥ 3 dan n genap), dengan semua simpul daun yang dipilih

secara selang-seling dihubungkan masing-masing oleh sebuah sisi.

Gambar 1. (a) SF l10(1) dan (b) SF l16(1)
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Dalam teori graf, berbagai operasi digunakan untuk membentuk graf baru dari

graf yang telah ada. Salah satu operasi yang relevan dengan penelitian ini adalah

operasi comb, yang menjadi dasar pembentukan graf pada pembahasan artikel ini.

Definisi 2.6. [30] Misalkan G dan H adalah dua graf terhubung, dan misalkan

o ∈ V (H) adalah suatu simpul khusus yang disebut anchor point. Operasi comb

antara G dan H dinotasikan dengan G ▷o H, yang didefinisikan sebagai graf yang

diperoleh dengan mengambil satu salinan graf G dan sebanyak |V (G)| salinan graf

H, kemudian mengidentifikasi simpul o pada salinan ke-i dari H dengan simpul

ke-i pada graf G.

3. Pembahasan

Bagian ini membahas pelabelan prima pada beberapa varian graf bunga bintang.

Berdasarkan struktur graf pada Definisi 2.5, dilakukan modifikasi sehingga diperoleh

kelas graf baru yang didefinisikan sebagai berikut dan diilustrasikan pada Gambar

2.

Definisi 3.1. Graf bunga bintang SF lp,q(1) untuk p ≥ 3, dengan p, q ∈ N, di-

definisikan sebagai graf yang diperoleh dari graf bintang Sp+q dengan pusat u0 dan

sebanyak p simpul dihubungkan sehingga membentuk suatu siklus dengan panjang

p. Dengan demikian, himpunan simpul grafnya adalah:

V (G) = {u0} ∪ {u1, u2, · · · , uq} ∪ {v1, v2, · · · , vp},

dengan |V (G)| = p+ q + 1. Sementara himpunan sisinya diberikan oleh:

E(G) = {u0vi : 1 ≤ i ≤ p} ∪ {u0uj : 1 ≤ j ≤ q} ∪ {vivi+1 : 1 ≤ i < p} ∪ {vpv1}.

Definisi 3.2. Graf hasil operasi comb antara graf SF lp,q(1) dan graf S1, yang

dinotasikan dengan SF lp,q(1)▷oS1, didefinisikan sebagai graf yang diperoleh dengan

mengambil satu salinan graf SF lp,q(1) dan sebanyak |V (SF lp,q(1))| salinan graf

S1, kemudian menempelkan anchor point o ∈ V (S1) pada setiap salinan S1 dengan

setiap simpul pada SF lp,q(1). Graf ini memiliki himpunan simpul:

V (G) = {u1
0, u

1
1, u

1
2, · · · , u1

q}∪{u2
0, u

2
1, u

2
2, · · · , u2

q}∪{v11 , v12 , · · · , v1p}∪{v21 , v22 , · · · , v2p},

dengan |V (G)| = 2p+ 2q + 2. Sementara himpunan sisinya adalah:

E(G) ={u1
0u

2
0} ∪ {u1

0v
1
i : 1 ≤ i ≤ p} ∪ {u1

0u
1
j : 1 ≤ j ≤ q} ∪ {v1i v2i : 1 ≤ i ≤ p}

∪ {u1
ju

2
j : 1 ≤ j ≤ q} ∪ {v1i v1i+1 : 1 ≤ i ≤ p− 1} ∪ {v1pv11}.

Teorema 3.3. Misalkan p, q ∈ N dengan p ≥ 3. Graf bunga bintang SF lp,q(1)

merupakan graf prima.

Bukti. Perhatikan dua kasus berikut.
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Gambar 2. (a) SF lp,q(1) dan (b) SF lp,q(1) ▷o S1.

(1) Misalkan G = SF lp,q(1) dan p genap. Didefinisikan fungsi pelabelan

simpul f : V (G) → {1, 2, · · · , p+ q + 1} dengan aturan berikut:

f(u0) = 1,

f(ui) = p+ i+ 1, jika 1 ≤ i ≤ q,

f(vi) = i+ 1, jika 1 ≤ i ≤ p.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa f adalah fungsi bijektif. Dari

definisi f tampak bahwa setiap simpul memperoleh label yang berbeda,

sehingga f bersifat injektif. Karena |V (G)| = |{1, 2, · · · , p + q + 1}| =
p+ q + 1, maka berdasarkan Teorema 2.2, f merupakan fungsi bijektif.

Lebih lanjut akan ditunjukkan bahwa f memenuhi syarat pelabelan

prima. Karena u0 adalah simpul pusat yang diberi label 1, maka untuk

setiap simpul x yang bertetangga dengan u0 berlaku gcd(f(u0), f(x)) =

gcd(1, f(x)) = 1. Sekarang diperhatikan siklus dengan panjang p. Untuk

setiap pasangan simpul bertetangga vi dan vi+1 dengan 1 ≤ i < p,

diperoleh f(vi+1) = f(vi) + 1, sehingga gcd(f(vi), f(vi+1)) = 1 karena

dua bilangan berurutan selalu relatif prima. Terakhir, untuk pasangan

simpul vp dan v1 yang juga bertetangga pada siklus dengan panjang p,

diperoleh f(vp) = p + 1 dan f(v1) = 2. Karena p genap, maka p + 1

merupakan bilangan ganjil, sehingga:

gcd(f(vp), f(v1)) = gcd(p+ 1, 2) = 1.

Dengan demikian, untuk setiap pasangan simpul bertetangga pada G

memiliki label yang relatif prima.

(2) Misalkan G = SF lp,q(1) dan p ganjil. Didefinisikan fungsi pelabelan

simpul f : V (G) → {1, 2, · · · , p+ q + 1} dengan aturan berikut:

f(u0) = 1,

f(u1) = p+ 1,

f(ui) = i+ p+ 1, jika 2 ≤ i ≤ q,

f(vi) = i+ 1, jika 1 ≤ i ≤ p− 1,

f(vp) = p+ 2.
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Jelas bahwa f bijektif. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa f memenuhi

syarat pelabelan prima. Karena u0 adalah simpul pusat yang diberi la-

bel 1, maka untuk setiap simpul x yang bertetangga dengan u0 berlaku

gcd(f(u0), f(x)) = gcd(1, f(x)) = 1. Sekarang diperhatikan siklus

dengan panjang p, karena dua bilangan berurutan selalu relatif prima,

untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga vi dan vi+1 dengan 1 ≤
i ≤ p−2, diperoleh f(vi+1) = f(vi)+1, sehingga gcd(f(vi), f(vi+1)) = 1.

Lebih lanjut, untuk pasangan vp−1 dan vp berlaku f(vp−1) = p dan

f(vp) = p+2. Karena p dan p+2 merupakan dua bilangan ganjil dengan

selisih 2, maka gcd(f(vp−1), f(vp)) = gcd(p, p+ 2) = 1. Terakhir, untuk

pasangan vp dan v1 berlaku f(vp) = p+ 2 dan f(v1) = 2. Karena p+ 2

adalah bilangan ganjil, maka:

gcd(f(vp), f(v1)) = gcd(p+ 2, 2) = 1.

Dengan demikian, untuk setiap pasangan simpul bertetangga pada G

memiliki label yang relatif prima.

Akibatnya G = SF lp,q(1) merupakan graf prima.

Sebagai ilustrasi, pada Gambar 3 ditunjukkan contoh pelabelan prima pada graf

SFlp,q(1).

Gambar 3. Pelabelan prima pada graf (a) SF l5,7(1) dan (b) SF l8,5(1)

Teorema 3.4. Misalkan p, q ∈ N dengan p ≥ 3. Graf hasil operasi comb antara

graf bunga bintang SF lp,q(1) dan graf S1, yang dinotasikan dengan SFlp,q(1) ▷o S1

merupakan graf prima.

Bukti. Misalkan G = SF lp,q(1) ▷o S1. Didefinisikan fungsi pelabelan simpul f :

V (G) → {1, 2, · · · , |V (G)|} dengan aturan berikut:

f(u1
0) = 1,

f(u2
0) = 2(p+ q + 1),

f(uj
i ) = 2p+ 2i+ j − 1, jika 1 ≤ i ≤ q, j = 1, 2,
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f(v11) = 2,

f(v21) = 3,

f(vji ) = 2i− j + 2, jika 2 ≤ i ≤ p, j = 1, 2.

Jelas bahwa f bijektif. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa f memenuhi syarat

pelabelan prima. Pertama, karena u1
0 adalah simpul pusat yang diberi label 1, maka

untuk setiap simpul x yang bertetangga dengan u1
0 berlaku gcd(f(u1

0), f(x)) =

gcd(1, f(x)) = 1. Sekarang diperhatikan siklus dengan panjang p, untuk setiap

pasangan simpul bertetangga v1i dan v1i+1 dengan 2 ≤ i ≤ p− 2, berlaku f(v1i+1) =

f(v1i ) + 2. Karena f(v1i ) ganjil, diperoleh gcd(f(v1i ), f(v
1
i+1)) = 1. Lebih lanjut,

karena selisih label pada setiap pasangan simpul (v1i , v
2
i ) dan (u1

i , u
2
i ) adalah 1,

akibatnya diperoleh gcd(f(v1i ), f(v
2
i )) = gcd(f(u1

i ), f(u
2
i )) = 1. Terakhir, karena

f(v11) = 2 dan setiap bilangan genap 2 selalu relatif prima dengan bilangan ganjil,

sehingga untuk setiap pasangan (v11 , v
1
2) dan (v11 , v

1
p) berlaku gcd(f(v11), f(v

1
2)) =

gcd(f(v11), f(v
1
p)) = 1.Dengan demikian, untuk setiap pasangan simpul bertetangga

pada G memiliki label yang relatif prima, sehingga G = SF lp,q(1) ▷o S1 merupakan

graf prima.

Sebagai ilustrasi, pada Gambar 4 ditunjukkan contoh pelabelan prima pada graf

SFlp,q(1) ▷o S1.

Gambar 4. Pelabelan prima pada graf (a) SF l5,7(1) ▷o S1 dan (b) SF l8,5(1) ▷o S1

4. Kesimpulan

Graf bunga bintang tipe I SF lp,q(1) dan graf hasil operasi comb SF lp,q(1) ▷o S1

terbukti merupakan graf prima. Penelitian selanjutnya dapat difokuskan pada ka-

jian pelabelan prima untuk variasi graf bunga bintang tipe lain, operasi dengan graf

selain S1, atau pengembangan ke jenis pelabelan graf lainnya.
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