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Abstrak. Matriks simetri dengan partisi seimbang adalah matriks yang mempunyai
blok partisi yang memiliki rata-rata jumlah baris dan kolom yang sama. Jumlah dari
rata-rata baris dan kolom ini kemudian disusun menjadi suatu matriks, yang disebut
sebagai matriks pembagi. Tujuan dari tulisan ini adalah menganalisis hubungan matriks
pembagi invers Moore-Penrose dari matriks simetri A yang dapat dipartisi seimbang
dengan invers Moore-Penrose matriks pembagi dari A. Selanjutnya, diperoleh bahwa
matriks pembagi dari invers Moore-Penrose dari matriks A sama dengan invers Moore-
Penrose dari matriks pembagi A.

Kata Kunci: invers Moore-Penrose, matriks simetri, matriks pembagi, partisi seimbang

Abstract. A balanced partitioned symmetric matriz is a matriz that has partition
blocks that have the same average number of rows and columns. The sum of these average
rows and columns is then arranged into a matriz, which is called the divisor matrix. The
purpose of this paper is to analyze the relationship between the Moore-Penrose inverse
divisor matriz of a balanced partitioned symmetric matriz A and the Moore-Penrose
inverse divisor matriz of A. Furthermore, it is obtained that the divisor matriz of the
Moore-Penrose inverse of matriz A is the same as the Moore-Penrose inverse of the
divisor matriz of A.

Keywords: Moore-Penrose inverse, symmetric matrix, divisor matrix, balanced partition
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1. Pendahuluan

Teori invers semu pertama kali dikenalkan oleh E. H. Moore pada tahun 1920 [1],
dan dikembangkan oleh R. Penrose pada tahun 1955 [2]. Invers ini kemudian dikenal
sebagai inverse Moore-Penrose. Seiring perkembangan ilmu matematika khususnya
teori matriks, maka perkembangan metode penentuan invers semu, khususnya invers
Moore-Penrose juga berkembang dengan pesat.

Terdapat beberapa metode penentuan invers Moore-Penrose (lihat [3,4,5,6,7,
8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18]). Pada kajian [3,4,5] dan [14], penentuan invers ini
dengan menggunakan partisi dan faktorisasi matriks. Pada kajian [6,7,8], penen-
tuan invers dengan menggunakan bantuan operasi baris elementer, sedangkan pada
kajian [9,10,11,12,13], [15] dan [16] menggunakan metode iterasi. Selanjutnya pada
[7] dan [18] kajian invers ini dikaitkan pada matriks khusus. Aplikasi teori invers
Moore-Penrose ini pada teori aljabar abstrak dapat dilihat pada [19] dan pada ma-
chine learning dapat dilihat pada [20]. Invers Moore-Penrose ini juga diaplikasikan
pada graf [21]. Pada kajian-kajian tersebut invers Moore-Penrose dikaji berdasarkan
metode dan aplikasi terhadap teori ilmu matematika yang lain. Oleh karena itu pada
tulisan ini kajian difokuskan pada hubungan invers Moore-Penrose pada matriks
yang dapat dipartisi secara seimbang dengan matriks pembagi dari matriks terse-
but.

Definisi 1.1. [22] Misalkan A, B € R™*"  dikatakan B similar secara orthogonal
jika terdapat matriks P sedemikian sehingga B = PT AP.

Definisi 1.2. [22] Matriks A € R™*" dikatakan matriks orthogonal jika A=t = AT,
atau jika AAT = ATA=1.

Teorema 1.3. [22] Jika A € R"*™ dan A adalah matriks simetris, maka:

(a) Nilai eigen dari A semuanya adalah bilangan riil.
(b) Vektor eigen yang berasal dari ruang eigen yang berbeda saling orthogonal.

Bukti.

(a) Misalkan A\ adalah nilai eigen dari A, dan v adalah vektor eigen yang bersesuaian
dengan \. Berdasarkan definisi nilai eigen dan vektor eigen, Av = Av dengan
v # 0. Jika di kedua ruas dikalikan dengan ¥v', maka:

Av = Av
jika hanya jika
Ay =¥ av = AFTv) = A(v.v) = \|[v]|%

Dengan demikian diperoleh:
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vl Av

Oleh karena penyebut dari ™~ adalah bilangan riil, maka dapat dibuktikan

bahwa A adalah bilangan riil dengan menunjukkan bahwa v7 Av = ¥. Av se-
bagai berikut. Oleh karena A adalah matriks simetri dengan entri-entri di him-
punan bilangan riil, maka:

VAv =5 Av =vIAv = (Av)Tv = (A%)Tv = (4v)Tv = (#)TATv = (¥)T Av.

(Jika u dan v adalah vektor kolom di R", maka u-v = ulv = vTu).

(b) Misalkan v dan v adalah vektor-vektor eigen dari nilai eigen yang berbeda, \;
dan Ay dari matriks A. Akan dibuktikan bahwa v; - vo = 0. Perhatikan bahwa
jika A matriks n x n, u dan v adalah matriks n x 1, maka Au-v =u- ATv
dan u- Av = ATu - v. Jadi,

AV1 *Vg = V7 - ATV2 = V- AVQ.

Selanjutnya, oleh karena v vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A1,
dan vy vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen Ao, maka Av; = Ajvy
dan Avy = A\yvo, sehingga diperoleh:

AV1 Vg =Vq - AV2 S AV Vo =V AoV & ()\1 — )\2)(V1 . V2) = 0.

Oleh karena A1 # Ao, maka A\; — Ay # 0. Dengan demikian diperoleh vy -vy = 0,
atau terbukti v; dan vy ortogonal. O

Teorema 1.4. [22] Jika A adalah matriks n X n, maka pernyataan-pernyataan
berikut ini adalah ekivalen:

(a) Matriks A dapat didiagonalisasi secara orthogonal.
(b) Matriks A memiliki sebuah himpunan vektor-vektor eigen yang orthonormal.
(¢) Matriks A adalah simetris.

Bukti.

(a = b) Diketahui A dapat didiagonalisasi secara orthogonal, akan dibuktikan A memi-
liki himpunan vektor-vektor yang orthonormal. Oleh karena A terdiagonalisasi
secara orthogonal, berarti terdapat matriks orthogonal P sedemikian sehingga
PTAP = P7'AP = D. Perhatikan bahwa P~'!AP = D & AP = PD, sehingga

diperoleh:
P11 P12 Pin| [A1 O -+ O A1P11 A2D12 -+ ApDin
P21 P21 - Pon 0 Xp--- 0 A1P21 A2D21 -+ ApD2n
AP = . . . .o = . . . .
nl Pn2 " Pnn 00--- >\n )‘lpnl )\2pn2 e )\npnn
P11 P12 Pin
. P21 P21 Pon
Misalkan bahwa p; = | . [,p2=| . |, ,Pn = ) adalah vektor-
nl n2 nn

vektor kolom dari P. Oleh karena P orthogonal, maka kolom-kolom di P dapat
dinormalkan. Dengan demikian terdapat himpunan vektor ortonormal pada A.
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(b=a)

(a=c¢)

(c=a)

Diketahui A memiliki himpunan yang ortonormal, akan dibuktikan A ter-
diagonalisasi secara orthogonal. Misalkan A memiliki himpunan n vektor eigen
yang ortonormal, yaitu {p1,p2,...,Pn}, maka matriks P = [p1 p2 -+ Pnl,
berdasarkan Teorema 1.3, matriks P ini mendiagonalisasi matriks A sedemikian
sehingga P~1AP = D.

P11 P12 Pin MO -~ 0 P11 P12 Pin
P21 P21 - D2n 0 Ay--- 0 Dot P21 -t Pom
AP=A| . . . | = o T )
nl Pn2 *** DPnn 0 0/\77, nl Pn2 *** Pnn

Oleh karena matriks P adalah matriks ortonormal, maka P adalah matriks
orthogonal. Berdasarkan Teorema 1.3, matriks ini mendiagonalisasi matriks A.
Oleh karena matriks A terdiagonalisasi secara orthogonal, maka terdapat
matriks P sedemikian sehingga D = PT AP, dan karena P matriks orthogo-
nal, maka P~ = PT, atau jika PPT = PTP = I. Dengan demikian diperoleh
A = PDPT. Perhatikan bahwa

AT = (pDPT)T = (P"YTDTPT = PDTPT = PDPT = A.

Jadi diperoleh A = AT atau terbukti A adalah matriks simetri.

Misalkan A adalah matriks simetri. Berdasarkan Teorema 1.3, diperoleh bahwa
vektor eigen yang berasal dari ruang eigen yang berbeda saling orthogonal.
Dengan demikian dapat dilakukan proses Gram-Schmidt, sehingga diperoleh
himpunan yang ortonormal dari vektor-vektor eigen. Bentuk matriks @@ dengan
vektor-vektor ortonormal ini menjadi kolom-kolom pada (. Berdasarkan Teo-
rema 1.3, matriks ini invertibel, dan Q' AQ = D, dengan D adalah matriks di-
agonal dengan entri diagonal utama adalah nilai-nilai eigen dari A. Oleh karena
Q kolom-kolomnya orthogonal, maka Q~! = Q7 sehingga:

Q'AQ =D < QTAQ = D.

Terbukti matriks A dapat didiagonalisasi orthogonal. O

Berdasarkan Teorema 1.3 dan Teorema 1.4, langkah-langkah dekomposisi or-

thogonal pada matriks simetri A adalah:

(1)

Tentukan sebuah basis untuk setiap ruang eigen matriks A (dengan demikian
terdapat proses penentuan nilai eigen dan vector eigen/ruang eigen)

Terapkan proses Gram-Schmidt pada masing-masing basis ini untuk men-
dapatkan basis orthonormal.

Bentuk sebuah matriks P yang kolom-kolomnya adalah vektor-vektor basis yang
dibuat pada Langkah no.2; matriks ini secara orthogonal mendiagonalisasi A.
Uji PTAP = D, dengan D adalah matriks diagonal dengan entri diagonal
adalah nilai-nilai eigen dari A.

Definisi 1.5. [23] Misalkan A € R™*™. Matriks AT € C"*™ disebut invers Moore-
Penrose (atau pseudoinverse = invers semu) dari A jika AT memenuhi:

(1) AA*A = A,
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(2) A*AA+ = A+,
(3) (AAT)* = AAT, dan
(4) (A% 4y = A+ 4.

Teorema 1.6. [23] Misalkan A € R™ ™ matriks simetri, maka invers Moore-
Penrose dari A adalah:

AT = pDTPT,

dengan A= PDPT7 (D = diag()\h)\Q?' o 7)‘71))7 dan Dt = diag(:ulmu@u'“ y Un

)
dengan p; = )\i Nilai )\i hanya untuk nilai eigen yang tidak nol; untuk \; = 0,

entri di pseudoinversenya harus 0.

Bukti. Oleh karena A matriks simetri, maka dapat dilakukan diagonalisasi orthog-
onal, yaitu terdapat matriks orthogonal P (PTP = I) sedemikian sehingga A =
PDPT dengan D matriks diagonal dengan entri pada diagonal utama adalah nilai
eigen A. Definisikan X = PDtPT. Akan dibuktikan bahwa X = At = PD*TPT
memenuhi seluruh sifat pada Definisi 1.5, yaitu:

(1) Akan ditunjukkan AXA = A, yaitu:
AXA = (PDP"YPDTP")PDP")=PDDTDPT = PDPT = A.

(Oleh karena D matriks diagonal, maka DDTD = D).
(2) Akan ditunjukkan X AX = X yaitu:

XAX = (PD*PTY(PDPT)(PD*PT)=PD"DD*PT = PDTPT = X.
(3) Akan ditunjukkan (AX)T = AX, yaitu:

AX = (PDPT)(PD*PT) = PDD*PT,
(AX)T = (PDD*PT)T = PDDTPT = AX.

(4) Akan ditunjukkan (X A)T = X A, yaitu:

XA = (PD*PT)Y(PDPT)=PD"P"PDPT = PD*DPT,
(xA)T = ((PD*PT)(PDPT))T = (PD*PTPDPTYT = PDTDPT.
Jadi X memenuhi keempat persamaan Moore-Penrose seperti pada Definisi 1.5,

terbukti X = AT = PD*TPT. O

Berdasarkan Teorema 1.4, diperoleh langkah-langkah penentuan invers Moore-
Penrose untuk matriks simetri A, adalah:

(1) Tentukan dekomposisi orthogonal pada matriks A (A = PDPT).
(2) Hitung A+ = PD*+PT.
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2. Pembahasan

Definisi 2.1. Misalkan A adalah matriks. Matriks A dikatakan dapat dipartisi se-
imbang jika masing-masing blok partisi dari A memiliki rata-rata jumlah baris dan
kolom yang sama.

Definisi 2.2. Misalkan A adalah matriks yang dipartisi seimbang. Matriks pembagi
dari A adalah matriks yang entri-entrinya adalah rata-rata dari blok partisi dari A,
dan disimbolkan dengan A(II).

2 0 —-1-1
. 0 2 —-1-1 o . L
Contoh 2.3. Misalkan A = 1.1 3 -1l Matriks ini dapat dipartisi seimbang
-1-1-13

menjadi

Teorema 2.4. Misalkan A adalah matriks simetri dengan partisi setmbang, maka
matriks pembagi dari invers Moore-Penrose dari matriks A sama dengan invers
Moore-Penrose dari matriks pembagi A, atau

AT(ID) = (AD) T

Bukti. Misalkan indeks baris/kolom {1,2,---,n} dipartisi menjadi k& blok (IT =
Cl, Cg, s ,Ck-) dengan |Cz| = MN;.
Definisikan matriks karakteristik dari II, yaitu H € R"** dengan definisi:

1, e Cj,
Hy=1{ 7
0, lainnya.

dan (D = diag(nq, na, - ,ng)).
Dari Definisi 2.1, entri matriks pembagi (A(II) € R**¥) adalah rata-rata entri
pada blok (C;, C;) yaitu:

A = — 33 apy.

il pec, qec;
Secara matriks dapat ditulis ringkas sebagai:
A(Ml) =D 'HTAHD™ !, (2.1)
Demikian juga untuk (A*(II)):
AY(M) =D *HTATHD™!. (2.2)
Definisikan S = HD~1/2 € R"**. Oleh karena HT H = D, maka diperoleh:
STS =D '?HTHD '? =D '/?DD"'/? = I,.

Dengan demikian diperoleh kolom-kolom S adalah ortonormal.
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Oleh karena matriks A adalah matriks dengan partisi seimbang, maka setiap baris
di dalam blok yang sama punya rata-rata yang sama terhadap blok lain, sehingga
mengalikan vektor yang konstan pada blok tetap menghasilkan vektor yang konstan
pada blok. Dengan demikian terdapat matriks B € R¥** sedemikian sehingga:

AH = HB. (2.3)
Kemudian kalikan ruas kanan dengan D~'/2, maka diperoleh:
AHD™Y? = HBD™'/?, (2.4)
ekivalen dengan:
AHD Y2 = H(D~Y?D~Y?)BD~/2, (2.5)
ekivalen dengan:
A(HD™Y?) = (HD~Y/?)(D~Y/2BD~1/?). (2.6)
Oleh karena S = HD~'/2? maka diperoleh:
AS = SK, dengan K = ST AS (karena STS =1I). (2.7)

Artinya subruang U = span(S) adalah subruang invariant terhadap A. Oleh karena
A adalah matriks simetri, maka U~ juga invariant. Jadi terdapat dekomposisi
ortogonal R” = U®U ' dengan basis ortonormal yang sesuai dan matriks A berben-
tuk blok diagonal:

A~ {[0( g} dengan K = STAS dan C = Aly..

Untuk matriks blok diagonal simetri berlaku:
+
AT ~ [If) o +] .
Akibatnya, pada subruang U berlaku:
STATS = Kt = (STA9)*T (2.8)
Oleh karena K = STAS dan S = HD'/2, maka diperoleh:
K =8"AS =D Y*H"AHD™ /2.
sehingga
A() = D 'HT"AHD ' = D~Y2KD~1/2, (2.9)
Demikian pula dari Persamaan 2.2,
AT(I) = D 'HTAYHD ' = D~V/?(STA*S)D~1/2. (2.10)
Dari Persamaan 2.9 dan karena D~1/2
(RKRTY" = R"TKTR™'.

Ambil R = D~/2 dan karena D matriks diagonal positif maka R~! = D~/2 dan
RT = D~'/2. Dengan demikian,

(A(D)* = (D~YV2KD~Y2)* = pY/2K+ D1/, (2.11)

invertibel, maka diperoleh:
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Selanjutnya dari Persamaan 2.10 dan Persamaan 2.8, diperoleh:

AT(I) = D7Y2(STA*S)D~Y2 = D~Y2K+D~Y/2 = (A(1T)) ™. (2.12)
Dengan demikian terbukti bahwa:

AT (D) = (A(ID)* O

Contoh 2.5. Perhatikan matriks pada Contoh 2.3. Invers Moore Penrose dari A
dicari dengan metode dekomposisi orthogonal, diperoleh:

S5 _3 _1 1

16 16 16 16

-3 5 _1 _1

+ _ 16 16 16 16
AT = -1 _1 3 _ 1
16 16 16 16

-1 _1 _1 3

6 16 16 16

Matriks pembagi dari AT (dengan partisi yang sama dengan A), yaitu:

S5 _3|_1 _ 1
16 16| 16 16
3 5 |1 1
1616 |~ 16 16
1 113 1
16 16| 16 16
1 1) 1 3
16 16/ 16 16
11 2 —2
adalah [AT(IT) = [ 8 18} Invers Moore Penrose dari A(IT) = { 5 o ] (dicari
8 B

o=

1
dengan metode dekomposisi orthogonal) adalah (A(IT))* = [ 18} .
8

Penelitian  ini  didanai oleh  Universitas Andalas dengan  Kontrak
No. 345/UN16.19/PT.01.03/PSS/2025 mendapatkan Anggaran Penelitian RKAT
Universitas Andalas Anggaran 2025.
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