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Abstract. The simplest algebraic structure is called groupoid, where groupoid is

nonempty set with a binary operation. The groupoid which is associative is called a
semigroup. A negatively partially ordered semigroup is a set A with a partial ordering
and a binary operation. Such A is called implicative if there is an additional binary oper-

ation. In this paper will be reviewed the notion of absorbent ordered filters in implicative
semigroups. Then it will be studied the relations among ordered filters, absorbent ordered
filters, and positive implicative ordered filters.

Kata Kunci : Binary operation, implicative semigroup, positive implicative ordered filter,
absorbent ordered filter

1. Pengantar

Semilattice implikatif merupakan struktur aljabar yang terdiri dari himpunan tak

kosong dengan tiga operasi, yaitu operasi terurut parsial, konjungsi, dan implikatif.

Lebih jelasnya, semilattice implikatif merupakan suatu sistem (A,�,∧, ∗), di mana

A merupakan himpunan tak kosong, � merupakan terurut parsial di A, ∧ meru-

pakan konjungsi dan ∗ merupakan operasi biner di A, di mana untuk setiap elemen

x, y, z di A berlaku z � x ∗ y jika dan hanya jika z ∧ x � y.

Semilattice implikatif secara umum telah dibahas oleh Nemitz [11] dan Blyth

[2] yang terkait erat dengan implikasi logika matematika dan teori himpunan beda

(Birkhoff [1] dan Curry [5]). Kemudian Nemitz menunjukkan bahwa penyaringan

terurut memainkan peranan yang penting dalam perkembangan teori semilattice

implikatif. Termotivasi dari hal tersebut, Chan dan Shum [3] menetapkan beberapa

sifat dasar dan membentuk struktur penyaringan terurut dari semigrup implikatif.

Kemudian Jun [7] menyelidiki sifat-sifat lain dari semigrup implikatif dan pen-

yaringan terurutnya. Jun, Park, dan William [8] juga mendiskusikan dan mem-

pelajari secara lebih mendalam terkait semigrup implikatif, dengan membangun

teori yang lebih lengkap dari penyaringan terurut. Di dalam paper ini, akan dikaji

kembali tentang absorbent penyaringan terurut dari semigrup implikatif yang meru-

pakan salah satu jenis subhimpunan dari semigrup implikatif.
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2. Pendahuluan

Pada bagian ini akan diuraikan beberapa definisi, teorema dan contoh menge-

nai semigrup implikatif, semigrup implikatif komutatif, penyaringan terurut, pen-

yaringan terurut implikatif dan penyaringan terurut implikatif positif.

Definisi 2.1. [9] Semigrup terurut parsial secara negatif (A,�, •) adalah suatu

himpunan yang terdefinisi terurut parsial ” � ” dan terdapat suatu operasi biner

” • ” pada A sedemikian sehingga untuk semua x, y, z ∈ A berlaku:

(1). (x • y) • z = x • (y • z),

(2). Jika x � y maka x • z � y • z dan z • x � z • y,

(3). x • y � x dan x • y � y.

Definisi 2.2. [9] Semigrup terurut parsial secara negatif (A,�, •) dikatakan imp-

likatif, jika terdapat operasi biner ∗ : A×A→ A, sehingga untuk setiap x, y, z ∈ A

berlaku z � x ∗ y jika dan hanya jika z • x � y.

Definisi 2.3. [9] Semigrup terurut parsial secara negatif (A,�, •) dikatakan imp-

likatif, jika terdapat operasi biner ∗ : A×A→ A, sehingga untuk setiap x, y, z ∈ A

berlaku z � x ∗ y jika dan hanya jika z • x � y.

Untuk penyederhanaan istilah, semigrup implikatif terurut parsial secara negatif

disebut sebagai semigrup implikatif saja.

Contoh 2.4. [9] Misalkan suatu himpunan T1 = {1, a, b, c, d} yang padanya ter-

definisi operasi terurut parsial ” � ”, operasi ” • ” dan operasi ” ∗ ” di T1 sebagai

berikut:

(1) d � b � 1.

(2) d � c � a � 1.

(3) c � a � 1.

Akan ditunjukkan T1 merupakan semigrup implikatif.

Definisi relasi terurut parsial �, dapat juga disajikan dengan diagram Hasse

sebagaimana yang diperlihatkan pada Gambar 2.4.

Gambar 1. Diagram Hasse untuk T1 = {1, a, b, c, d}.
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Tabel 1 dan 2 berikut adalah definisi dari operasi ” • ” dan ” ∗ ” di T1.

Tabel 1. Definisi operasi ” • ” pada T1 = {1, a, b, c, d}.

• 1 a b c d

1 1 a b c d

a a a d c d

b b d b d d

c c c d c d

d d d d d d

Tabel 2. Definisi operasi ” ∗ ” pada T1 = {1, a, b, c, d}.

∗ 1 a b c d

1 1 a b c d

a 1 1 b c d

b 1 a 1 c c

c 1 1 b 1 b

d 1 1 1 1 1

Berdasarkan Definisi 2.1 – Definisi 2.3, diperoleh (T1,�, •, ∗) adalah semigrup

implikatif.

Definisi 2.5. [9] Misalkan (A,�, •, ∗) suatu semigrup implikatif. Maka A dikatakan

komutatif jika x • y = y • x untuk semua x, y ∈ A, yaitu (A, •) adalah semigrup

komutatif.

Proposisi 2.6. [3] Misalkan A suatu semigrup implikatif maka untuk setiap

x, y, z ∈ A, berlaku:

(1). x � 1, dimana x ∗ x = 1, x = 1 ∗ x,

(2). x � y ∗ (x • y),

(3). x � x ∗ (x • x),

(4). x � y ∗ x,

(5). Jika x � y maka x ∗ z � y ∗ z dan z ∗ x � z ∗ y,

(6). x � y jika dan hanya jika x ∗ y = 1,

(7). x ∗ (y ∗ z) = (x • y) ∗ z,

(8). Jika (A, •) merupakan komutatif maka x ∗ y � (a • x) ∗ (a • y) untuk setiap

a ∈ A.

Proposisi 2.7. [9] Jika A suatu semigrup implikatif komutatif, maka untuk setiap

x, y, z ∈ A, berlaku:

(1). x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z),
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(2). x � (x ∗ y) ∗ y,

(3). y ∗ z � (z ∗ x) ∗ (y ∗ x),

(4). y ∗ z � (x ∗ y) ∗ (x ∗ z),

(5). ((x ∗ y) ∗ y) ∗ y = x ∗ y.

Definisi 2.8. [3] Misalkan A suatu semigrup implikatif dan F suatu himpunan

bagian tak kosong pada A. Maka F disebut penyaringan terurut dari A jika:

(F1). x • y ∈ F untuk setiap x, y ∈ F . Ini artinya, F suatu subsemigrup dari A,

(F2). Jika x ∈ F dan x � y, maka y ∈ F .

Proposisi 2.9. [10] Misalkan A suatu semigrup implikatif dan F suatu himpunan

bagian tak kosong pada A . Maka F merupakan penyaringan terurut pada A jika

dan hanya jika berlaku:

(F3). 1 ∈ F ,

(F4). Jika x ∗ y ∈ F dan x ∈ F , maka y ∈ F untuk setiap y ∈ A.

Lema 2.10. [6] Misalkan A semigrup implikatif dan F suatu himpunan bagian tak

kosong pada A. Himpunan F merupakan penyaringan terurut pada A jika dan ha-

nya jika berlaku:

(F5). Jika x � y ∗ z, maka z ∈ F untuk setiap x, y ∈ F dan z ∈ A.

Definisi 2.11. [6] Misalkan A semigrup implikatif dan F suatu himpunan bagian

tak kosong pada A. F dikatakan penyaringan terurut implikatif dari A jika

memenuhi:

(F3). 1 ∈ F ,

(F6). Jika x ∗ (y ∗ z) ∈ F dan x ∗ y ∈ F , maka x ∗ z ∈ F untuk setiap x, y, z ∈ A.

Lema 2.12. [6] Misalkan A semigrup implikatif. Jika F penyaringan terurut imp-

likatif dari A, maka berlaku:

(F7). Jika x ∗ (x ∗ y) ∈ F , maka x ∗ y ∈ F untuk setiap x, y ∈ A.

Lema 2.13. [6] Misalkan A semigrup implikatif. Maka setiap penyaringan terurut

implikatif dari A adalah penyaringan terurut dari A.

Definisi 2.14. [4] Misalkan A semigrup implikatif dan F yang merupakan suatu

himpunan bagian tak kosong pada A. F dikatakan penyaringan terurut implikatif

positif dari A jika memenuhi:

(F3). 1 ∈ F ,

(F8). Jika x ∗ ((y ∗ z) ∗ y) ∈ F dan x ∈ F maka y ∈ F untuk setiap x, y, z ∈ A.

Teorema 2.15. [4] Misalkan A semigrup implikatif. Maka setiap penyaringan teru-

rut implikatif positif dari A adalah penyaringan terurut dari A.

Teorema 2.16. [4] Misalkan A semigrup implikatif dan F penyaringan terurut

pada A. F adalah penyaringan terurut implikatif positif dari A jika dan hanya jika

berlaku:

(F9). Jika (x ∗ y) ∗ x ∈ F maka x ∈ F untuk setiap x, y ∈ A.
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3. Absorbent Penyaringan Terurut

Pada bagian ini akan diuraikan beberapa definisi dan teorema terkait absorbent

penyaringan terurut.

Definisi 3.1. [8] Misalkan A suatu semigrup implikatif dan F suatu himpunan

bagian tak kosong pada A. Maka F dikatakan suatu absorbent penyaringan terurut

dari A jika memenuhi:

(F3). 1 ∈ F ,

(F10). Jika z ∗ (y ∗x) ∈ F , z ∈ F , maka ((x ∗ y) ∗ y) ∗x ∈ F , untuk setiap x, y ∈ A.

Teorema 3.2. [8] Misalkan A merupakan semigrup implikatif. Maka setiap ab-

sorbent penyaringan terurut F dari A adalah penyaringan terurut dari A.

Bukti. Asumsikan bahwa F merupakan absorbent penyaringan terurut dari A.

Akan ditunjukkan F penyaringan terurut dari A. Misalkan x, y, z ∈ A. Misalkan

z ∗ x ∈ F dan z ∈ F . Akan ditunjukkan x ∈ F . Perhatikan bahwa z ∗ x = z ∗ (1 ∗
x) (Proposisi 2.5 (1)). Sehingga diperoleh z ∗ (1 ∗ x) ∈ F dan z ∈ F (karena F

absorbent). Maka,

((x ∗ 1) ∗ 1) ∗ x = (1 ∗ 1) ∗ x, (Proposisi 2.5 (6)),

= 1 ∗ x (Proposisi 2.5 (1)),

= x ∈ F.

Oleh karena itu, F penyaringan terurut dari A.

Teorema 3.3. [8] isalkan A merupakan semigrup implikatif. Maka suatu pen-

yaringan terurut F dari A adalah absorbent penyaringan terurut dari A jika dan

hanya jika berlaku:

(F11). y ∗ x ∈ F , maka ((x ∗ y) ∗ y) ∗ x ∈ F untuk setiap x, y ∈ A.

Bukti. (⇒) Asumsikan bahwa F absorbent penyaringan terurut dari A. Akan di-

tunjukkan bahwa jika y ∗ x ∈ F , maka ((x ∗ y) ∗ y) ∗ x ∈ F untuk setiap x, y ∈ A.

Ambil x, y, z ∈ A dan misalkan (y ∗ x) ∈ F . Perhatikan bahwa

(y ∗ x) = 1 ∗ (y ∗ x) ∈ F (Proposisi 2.5 (1)).

Karena F penyaringan terurut maka 1 ∈ F (F3). Karena 1 ∗ (y ∗x) ∈ F , dan 1 ∈ F

serta diketahui bahwa F absorbent, maka berdasarkan Definisi 3.1 (untuk z = 1)

maka diperoleh

((x ∗ y) ∗ y) ∗ x ∈ F (F10).

(⇐) Asumsikan bahwa F penyaringan terurut dari A yang memenuhi (F11).

Akan ditunjukkan F absorbent penyaringan terurut dari A. Karena F penyaringan

terurut maka 1 ∈ F (F3). Misalkan x, y, z ∈ A sedemikian sehingga z ∗ (y ∗ x) ∈ F

dan z ∈ F , maka y ∗ x ∈ F (F4). Oleh karena itu ((x ∗ y) ∗ y) ∗ x ∈ F (F11).

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa F absorbent penyaringan terurut

dari A.
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Teorema 3.4. [8] Misalkan A merupakan semigrup implikatif komutatif. Maka se-

tiap penyaringan terurut implikatif positif F dari A adalah absorbent penyaringan

terurut dari A.

Bukti. Asumsikan bahwa F merupakan penyaringan terurut implikatif positif dari

A. Akan ditunjukkan F absorbent penyaringan terurut dari A. Karena F pen-

yaringan terurut implikatif positif dari A, maka F merupakan penyaringan terurut

dari A (Teorema 2.16). Untuk membuktikan teorema ini, akan digunakan Teorema

3.3.

Misalkan x, y ∈ A. Misalkan y ∗ x ∈ F . Akan ditunjukkan ((x ∗ y) ∗ y) ∗ x ∈ F .

Perhatikan bahwa:

x � ((x ∗ y) ∗ y) ∗ x, (Proposisi 2.5 (4)).

Akibatnya (((x ∗ y) ∗ y) ∗ x) ∗ y � x ∗ y (Proposisi 2.5 (5)).

Asumsikan a = ((x ∗ y) ∗ y) ∗ x.

Diperoleh

(a ∗ y) ∗ a = ((((x ∗ y) ∗ y) ∗ x) ∗ y) ∗ (((x ∗ y) ∗ y) ∗ x)

� (x ∗ y) ∗ (((x ∗ y) ∗ y) ∗ x) (Proposisi 2.5 (5))

= ((x ∗ y) ∗ y) ∗ ((x ∗ y) ∗ x) (Proposisi 2.6 (1))

� y ∗ x (Proposisi 2.6 (4)).

Karena y ∗ x ∈ F dan y ∗ x � (a ∗ y) ∗ a maka (a ∗ y) ∗ a ∈ F (F2).

Karena (a ∗ y) ∗ a ∈ F maka a ∈ F (F9). Sehingga dapat disimpulkan bahwa F

absorbent penyaringan terurut dari A.

Teorema 3.5. [8] (Perluasan Sifat) Misalkan A merupakan semigrup implikatif ko-

mutatif dan misalkan F dan G merupakan penyaringan terurut dari A, sedemikian

sehingga F ⊆ G. Jika F absorbent penyaringan terurut dari A maka G absorbent

penyaringan terurut dari A.

Bukti. Asumsikan bahwa F merupakan absorbent penyaringan terurut dari A.

Akan ditunjukkan G absorbent penyaringan terurut dari A, di mana F ⊆ G. Untuk

membuktikan teorema ini, akan digunakan Teorema 3.3.

Misalkan x, y ∈ A dan y ∗ x ∈ G. Akan ditunjukkan ((x ∗ y) ∗ y) ∗ x ∈ G.

Perhatikan bahwa:

y ∗ ((y ∗ x) ∗ x) = (y ∗ x) ∗ (y ∗ x) (Proposisi 2.6 (1)),

= 1 ∈ F (Proposisi 2.5 (1)).

Karena F absorbent maka berlaku:

((((y ∗ x) ∗ x) ∗ y) ∗ y) ∗ ((y ∗ x) ∗ x) ∈ F, (Teorema 3.3).

Sehingga

(y ∗ x) ∗ (((((y ∗ x) ∗ x) ∗ y) ∗ y) ∗ x) ∈ F ⊆ G (Proposisi 2.6 (1)).
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Karena y ∗ x ∈ G maka ((((y ∗ x) ∗ x) ∗ y) ∗ y) ∗ x ∈ G (F4). Kemudian perhatikan

bahwa

(((((y ∗ x) ∗ x) ∗ y) ∗ y) ∗ x) ∗ (((x ∗ y) ∗ y) ∗ x),

� ((x ∗ y) ∗ y) ∗ ((((y ∗ x) ∗ x) ∗ y) ∗ y), (Proposisi 2.6 (3)),

� (((y ∗ x) ∗ x) ∗ y) ∗ (x ∗ y), (Proposisi 2.6 (3)),

� x ∗ ((y ∗ x) ∗ x), (Proposisi 2.6 (3)),

= (y ∗ x) ∗ (x ∗ x), (Proposisi 2.6 (1)),

= (y ∗ x) ∗ 1, (Proposisi 2.5 (1)),

= 1 ∈ G.

Berdasarkan (F5) diperoleh ((x∗y)∗y)∗x ∈ G. Akibatnya G absorbent penyaringan

terurut dari A.

4. Kesimpulan

Misalkan A adalah suatu semigrup implikatif, F himpunan tak kosong dan meru-

pakan penyaringan terurut pada A. Maka syarat perlu dan syarat cukup F meru-

pakan absorbent penyaringan terurut dari A adalah:

Jika (y ∗ x) ∈ F maka ((x ∗ y) ∗ y) ∗ x ∈ F untuk setiap x, y ∈ A.

Misalkan A adalah suatu semigrup implikatif komutatif, F dan G penyaringan teru-

rut pada A, di mana F ⊆ G. Jika F absorbent penyaringan terurut pada A, maka

G juga absorbent penyaringan terurut pada A.
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