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Abstrak. Tulisan ini mengkaji operasi if-then-else yang membahas Pra A∗-Modul atas

Pra A∗-Aljabar dan aljabar if-then-else atas Pra A∗-Aljabar. Dinotasikan koleksi dari
aljabar if-then-else atas A sebagai A-ITE dan koleksi dari Pra A∗-Modul sebagai A-
MOD.
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1. Pendahuluan

E.G. Manes [2] memperkenalkan teori persamaan dari operasi if-then-else dari ba-

hasa pemograman dalam bentuk:

ifp(f, g)(x) =

{
f(x) , if p(x) adalah benar

g(x) , if p(x) adalah salah
(1.1)

E.G. Manes [2] telah mengkaji aljabar if-then-else atas aljabar Boolean, ADAs,

aljabar C dan juga mempelajari modul atas aljabar Boolean, ADAs, aljabar C

serta membuktikan ekivalen antara aljabar if-then-else atas aljabar dan modul atas

aljabar yang bersesuaian.

Dalam tulisan ini akan diperkenalkan aljabar if-then-else atas Pra A∗-Aljabar

dan Pra A∗-modul atas Pra A∗-Aljabar serta mempelajari sifat sifatnya yang meru-

pakan kajian daripenulisan.

Definisi 1.1. [5] Misalkan A adalah suatu himpunan tak kosong. Suatu sistem

matematika (A,∧,∨, (−)∼) dikatakan suatu Pra A∗-Aljabar dan dinotasikan dengan

A dan ∧,∨ suatu operasi biner (−)∼ operasi unary, jika untuk setiap x, y, z ∈ A

berlaku:

(1) x∼ ∼ = x.

(2) x ∧ x = x.

(3) x ∧ y = y ∧ x.

(4) (x ∧ y)∼ = x∼ ∨ y∼.

(5) x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z.

(6) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).
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(7) x ∧ y = x ∧ (x∼ ∨ y).

Suatu Pra A∗-Aljabar A dikatakan mempunyai identitas untuk ∧ jika terdapat

suatu a ∈ A sedemikian sehingga a∧x = x∧a = x, ∀x ∈ A. Jika Pra A∗-Aljabar A

mempunyai identitas untuk ∧, maka identitasnya adalah tunggal dan dinotasikan

dengan 1. Suatu Pra A∗-Aljabar A dikatakan mempunyai identitas untuk ∨ jika

terdapat suatu a ∈ A sedemikian sehingga a ∨ x = x ∨ a = x, ∀x ∈ A. Jika Pra

A∗-Aljabar A mempunyai identitas untuk ∨, maka identitasnya adalah tunggal dan

dinotasikan dengan 0.

Contoh 1.2. Misalkan himpunan W = {0, 1, 2} adalah suatu Pra A∗-Aljabar den-

gan operasi ∧,∨, (·)∼ yang didefinisikan seperti pada Tabel 1 untuk operasi ∧, Tabel

2 untuk operasi ∨ dan Tabel 3 untuk operasi ∼:

Tabel 1. Operasi ∧ pada A

∧ 0 1 2

0 0 0 2

1 0 1 2

2 2 2 2

Tabel 2. Operasi biner ∨ pada A

∨ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 1 2

2 2 2 2

Tabel 3. Operasi ∼ pada A

x x∼

0 1

1 0

2 2

Dari contoh tersebut diperoleh:

(1) 2∼ = 2,

(2) 1 ∧ x = x untuk semua x ∈W ,

(3) 0 ∨ x = x untuk semua x ∈W ,

(4) 2 ∧ x = 2 ∨ x = 2.
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2. Operasi If-Then-Else

Definisi 2.1. [5] Misalkan A merupakan sebuah Pra A∗-Aljabar yang memuat 1.

Misalkan x, p, q ∈ A. Operasi if-then-else atas A didefinisikan sebagai:

ifx(p, q) := (x ∧ p) ∨ (x∼ ∧ q).

Proposisi 2.2. [5] Setiap Pra A∗-Aljabar dengan beberapa konstanta tertentu harus

memenuhi hukum berikut:

(i) if2(p, q) = 2,

(ii) ifx(2, 2) = 2,

(iii) if1(p, q) = p(q 6= 2),

(iv) if0(p, q) = q(p 6= 2),

(v) ifx(1, 0) = x.

Bukti.

(i) Akan dibuktikan if2(p, q) = 2.

Perhatikan bahwa

if2(p, q) = (2 ∧ p) ∨ (2∼ ∧ q),

= 2 ∨ (2 ∧ q),

= 2 ∨ 2,

= 2.

(ii) Akan dibuktikan ifx(2, 2) = 2.

Perhatikan bahwa

ifx(2, 2) = (x ∧ 2) ∨ (x∼ ∧ 2)

= 2 ∨ 2

= 2

Pembuktian (iii) – (v) dilakukan dengan cara yang sama.

Proposisi 2.3. [5] Setiap Pra A∗-Aljabar memiliki aturan sebagai berikut:

(i) ifx∼(p, q) = ifx(q, p).

(ii) ifx(p, q) ∧ r = ifx(p ∧ r, q ∧ r).

(iii) ifx(p, q) ∨ r = ifx(p ∨ r, q ∨ r).

(iv) ifx(ify(p, q), ify(r, s)) = ify(ifx(p, r), ifx(q, s)).

(v) ifx∨y(p, q) = ifx(p, ify(p, q)).

(vi) ifx∧y(p, q) = ifx(ify((p, q), q)).

(vii) ifp(p, p) = p.

Bukti.
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(i) Akan dibuktikan ifx∼(p, q) = ifx(q, p).

Perhatikan bahwa

ifx∼(p, q) = (x∼ ∧ p) ∨ (x∼∼ ∧ q),

= (x∼ ∧ p) ∨ (x ∧ q),

= (x ∧ q) ∨ (x∼ ∧ p),

= ifx(q, p).

(ii) Akan dibuktikan ifx(p, q) ∧ r = ifx(p ∧ r, q ∧ r).

Perhatikan bahwa

ifx(p, q) ∧ r = ((x ∧ p) ∨ (x∼ ∧ q)) ∧ r,

= {(x ∧ p) ∧ r} ∨ {(x∼ ∧ q) ∧ r},
= {x ∧ (p ∧ r)} ∨ {x∼ ∧ (q ∧ r)},
= ifx(p ∧ r, q ∧ r).

Pembuktian (iii) – (vii) dilakukan dengan cara yang sama.

Proposisi 2.4. [5] Misalkan A adalah Pra A∗-Aljabar, a ∈ B(A), maka ifa(p, p) =

p,∀p ∈ A.

3. Pra A∗-modul atas Pra A∗-Aljabar dan Aljabar If-then -else

atas Pra A∗-Aljabar

Dalam bagian ini akan dijelaskan Pra A∗-modul atas Pra A∗-Aljabar dan aljabar

if-then-else atas Pra A∗-Aljabar. Selanjutnya akan dikaji koleksi A-ITE dari semua

aljabar if-then-else atas A dan variasi A-Mod dari Pra A∗-modul atas A.

Definisi 3.1. [5] Misalkan (A,∧,∨, (−)∼, 0, 1, 2) adalah Pra A∗-Aljabar. Suatu al-

jabar if-then-else atas A adalah aljabar (X,∪, ϕ, ifp(−,−)) dimana X adalah him-

punan tak kosong, ∪ adalah operasi biner, ϕ adalah elemen identitas dan ifp(−,−)

adalah operasi if-then-else, p ∈ A. Untuk semua f, g, h ∈ X dan p, q, r ∈ A berlaku:

(i) f ∪ (g ∪ h) = (f ∪ g) ∪ h.

(ii) f ∪ g = g ∪ f .

(iii) f ∪ ϕ = f, f ∪ f = f .

(iv) if1(f, g) = f, if0(f, g) = g, if2(f, g) = ϕ.

(v) ifp(f ∪ a, g ∪ b) = ifp(f, g) ∪ ifp(a, b).

Selanjutnya didefinisikan ifpqr(f, g) = ifp(ifq(f, g), ifr(f, g)). Kemudian dino-

tasikan koleksi dari aljabar if-then-else atas A adalah A-ITE.

Definisi 3.2. [5] Misalkan A adalah suatu Pra A∗-Aljabar dengan 0, 1, 2. Suatu

Pra A∗-modul atas A adalah semi-lattice (X,∪, ϕ) dengan ∪ biner, ϕ identitas, dan

suatu operasi unary f yakni pf , untuk semua f ∈ X, p ∈ A yang memenuhi:

(i) p(f ∪ g) = pf ∪ pg.

(ii) 0f = ϕ = pϕ.
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(iii) 1f = f ; 2f = ϕ,

dan selanjutnya didefinisikan (pqr)f = p(qf) ∪ p∼(rf). Kemudian dinotasikan

koleksi dari Pra A∗-modul adalah A-Mod.

Teorema 3.3. [5] A-ITE dan A-Mod adalah koleksi yang ekivalen. Struktur A-Mod

dari aljabar if-then-else diberikan sebagai pf = ifp(f, ϕ) dimana suatu bagian invers

adalah ifp(f, g) = pf ∪ p∼g.

Bukti. Misalkan (X,∪, ϕ, ifp(−,−))(p ∈ A) adalah suatu aljabar if-then-else. Jelas

(X,∪, ϕ) adalah suatu semi-lattice dengan identitas ϕ. Sekarang didefinisikan untuk

p ∈ A, f ∈ X, pf = ifp(f, ϕ):

(i) Akan dibuktikan (pqr)f = p(qf) ∪ p∼(rf).

Perhatikan bahwa

(pqr)f = ifpqr(f, ϕ),

= ifp(ifq(f.ϕ), ifr(f, ϕ)), (Definisi 3.2),

= ifp(qf, rf),

= p(qf) ∪ p∼(rf).

(ii) Akan dibuktikan p(f ∪ g) = pf ∪ pg.

Perhatikan bahwa

p(f ∪ g) = ifp(f ∪ g, ϕ),

= ifp(f ∪ g, ϕ ∪ ϕ) (Definisi 3.2)

= ifp(f, ϕ) ∪ ifp(g, ϕ) (Definisi 3.2)

= pf ∪ pg.

(iii) Akan dibuktikan 0f = ϕ.

Perhatikan bahwa

0f = if0(f, ϕ),

= ϕ (Definisi 3.2).

(iv) Akan dibuktikan

(1) 1f = f .

Perhatikan bahwa

1f = if1(f, ϕ)

= f (Definisi 3.2).

(2) 2f = ϕ.

Perhatikan bahwa

2f = if2(f, ϕ)

= ϕ (Definisi 3.2).

Oleh karena itu terbukti (X,∪, ϕ) adalah suatu Pra A∗-modul atas A.
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Sebaliknya misalkan (X,∪, ϕ) adalah suatu Pra A∗-modul atas A.

Dengan jelas (X,∪, ϕ) memenuhi 3.1 (i),(ii) dan (iii). Didefinisikan, ∀p ∈ A dan

untuk semua f, g ∈ X oleh ifp(f, g) = pf ∪ p∼g.

(i) Akan dibuktikan ifpqr(f, g) = ifp(ifq(f, g).ifr(f, g)).

Perhatikan bahwa

ifpqr(f, g) = (pqr)f ∪ (pqr)∼g,

= (pqr)f ∪ (pq∼r∼)g,

= p(qf) ∪ p∼(rf) ∪ p(q∼g) ∪ p∼(r∼g),

= p(qf ∪ q∼g) ∪ p∼(rf ∪ r∼g),

= p(ifq(f, g)) ∪ p∼(ifr(f, g)),

= ifp(ifq(f, g).ifr(f, g)).

(ii) Akan dibuktikan

(1) if1(f, g) = 1.

Perhatikan bahwa

if1(f, g) = 1.f ∪ 1∼g,

= f ∪ (0.g) (Definisi 3.2),

= f ∪ ϕ (Definisi 3.2),

= f (Definisi 3.2).

(2) if0(f, g) = g.

Perhatikan bahwa

if0(f, g) = 0.f ∪ 0∼g,

= ϕ ∪ 1g (Definisi 3.2),

= ϕ ∪ g (Definisi 3.2),

= g (Definisi 3.2).

(3) if2(f, g) = ϕ.

Perhatikan bahwa

if2(f, g) = 2.f ∪ 2∼g,

= ϕ ∪ ϕ (Definisi 3.2),

= ϕ (Definisi 3.2).

(iii) Akan dibuktikan ifp(f ∪ a, g ∪ b) = ifp(f, g) ∪ ifp(a, b).

Perhatikan bahwa

ifp(f ∪ a, g ∪ b) = p(f ∪ a) ∪ p∼(g ∪ b),

= pf ∪ pa ∪ p∼g ∪ p∼b (Definisi 3.2),

= pf ∪ p∼g ∪ pa ∪ p∼b,

= ifp(f, g) ∪ fp(a, b).

Karna itu (X,∪, ϕ, ifp(−,−))(p ∈ A) adalah aljabar if-then-else atas A. Oleh karena

itu terbukti bahwa A-ITE dan A-Mod adalah koleksi yang ekivalen.
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