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Abstrak. Misalkan G = (V(G), E(G)) adalah suatu graf terhubung tak trivial. Definisi
pewarnaan ¢ : E(G) — {1,2,--- ,k},k € N, dimana dua sisi yang bertetangga boleh
berwarna sama. Suatu lintasan u — v path P di G dinamakan rainbow path jika tidak
terdapat dua sisi di P yang berwarna sama. Graf G disebut rainbow connected jika
setiap dua titik yang berbeda di G dihubungkan oleh rainbow path. Pewarnaaan sisi
yang menyebabkan G bersifat rainbow connected dikatakan rainbow coloring. Bilan-
gan Rainbow connection dari graf terhubung G, ditulis r¢(G), didefinisikan sebagai
banyaknya warna minimal yang diperlukan untuk membuat graf G bersifat rainbow con-
nected. Misalkan ¢ adalah rainbow coloring dari graf terhubung G. Untuk dua titik u
dan v di G, rainbow u — v geodesic pada G adalah rainbow u — v path yang panjangnya
d(u,v) dimana d(u,v) adalah jarak antara u dan v (panjang u — v path terpendek di
(G). Graf G dikatakan strongly rainbow connected jika G' memiliki suatu rainbow u — v
geodesic untuk setiap dua titik v dan v di G.Minimum k yang terdapat pada pewar-
naan c¢: E(G) — {1,2,--- , k} sedemikian sehingga G adalah strongly rainbow connected
dikatakan bilangan strong rainbow connection, src(G), di G. Jadi, re(G) < sre(G) un-
tuk setiap graf terhubung di G. Pada paper ini akan diulas kembali tentang Bilangan
Rainbow Connection untuk Beberapa Graf Thorn.

Kata Kunci: Bilangan Rainbow Connection, graf Thorn

1. Pendahuluan

Konsep rainbow connection dari suatu graf pertama kali diperkenalkan oleh Char-
trand, Johns, McKeon dan Zhang [3] pada tahun 2008. Misalkan G = (V(G), E(G))
adalah suatu graf terhubung tak trivial. Definisi pewarnaan ¢ : E(G) —
{1,2,--- ,k}, k € N, dimana dua sisi yang bertetangga boleh berwarna sama. Suatu
lintasan v — v path P di G dinamakan rainbow path jika tidak terdapat dua sisi di P
yang berwarna sama. Graf G disebut rainbow connected jika setiap dua titik yang
berbeda di G dihubungkan oleh rainbow path.

Pewarnaaan sisi yang menyebabkan G bersifat rainbow connected dikatakan
rainbow coloring. Jelas jika G adalah rainbow connected, maka G terhubung. Se-
baliknya, setiap graf terhubung memiliki pewarnaan sisi trivial sehingga G bersi-
fat rainbow connected, yaitu setiap sisi diwarnai dengan warna berbeda. Bilangan
Rainbow connection dari graf terhubung G, ditulis r¢(G), didefinisikan sebagai
banyaknya warna minimal yang diperlukan untuk membuat graf G bersifat rain-
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bow connected. Suatu rainbow coloring yang menggunakan sebanyak rc(G) warna
dikatakan minimum rainbow coloring.

Misalkan ¢ adalah rainbow coloring dari graf terhubung G. Untuk dua titik v dan
v di G, rainbow u — v geodesic pada G adalah rainbow u — v path yang panjangnya
d(u,v) dimana d(u,v) adalah jarak antara v dan v (panjang u — v path terpendek
di (G). Graf G dikatakan strongly rainbow connected jika G memiliki suatu rainbow
u — v geodesic untuk setiap dua titik v dan v di G. Dalam kasus ini, pewarnaan c
dikatakan strong rainbow coloring di G. Minimum k yang terdapat pada pewarnaan
c: E(G) = {1,2, - ,k} sedemikian sehingga G adalah strongly rainbow connected
dikatakan bilangan strong rainbow connection atau strong rainbow connection num-
ber, src(G), di G. Suatu strong rainbow coloring di G yang menggunakan src(G)
warna dikatakan minimum strong rainbow coloring di G. Jadi, r¢(G) < sre(G) un-
tuk setiap graf terhubung di G [3]. Selanjutnya, jika G adalah graf terhubung tak
trivial dengan ukuran m dan diam(G) = max{d(u,v)|u,v € V(G)}, maka

diam(G) < rc(G) < sre(G) < m.

Pada paper ini akan dikaji tentang Bilangan Rainbow Connection untuk Beber-
apa Graf Thorn.

2. Bilangan Rainbow Connection

Berikut disajikan kembali propositionosisi yang membahas tentang graf G yang
mempunyai r¢(G) dan sre(G) 1,2 dan m.

Proposisi 2.1. [3] Misalkan G adalah suatu graf terhubung tak trivial yang beruku-
ran m. Maka

(1) re(G) = sre(@) =1 jika dan hanya jika G merupakan graf lengkap,
(2) re(G) = 2 jika dan hanya jika src(G) = 2, dan
(3) re(G) = src(G) = m jika dan hanya jika G suatu graf pohon.

Proposisi 2.2. [3] Untuk setiap bilangan bulat positif n > 4, rc(C,) = sre(Cp) =
(51

Definisi 2.3. [7] Misalkan ly,ls,- - 1, adalah bilangan-bilangan bulat positif dan
G adalah suatu graf dengan V(G) = {v1,ve, -+ ,v,}. Thorn dari graf G, dengan
parameter ly,ls,--- 1, diperoleh dengan menghubungkan l; titik baru berderajat 1
ke titik v; dari graf G(i € 1,--- ,n).

Graf thorn dari graf G dinotasikan dengan G* atau G*(ly, 2, - - , ;) jika masing-
masing parameter ditentukan. Contoh graf thorn diperlihatkan pada Gambar 1.

Teorema berikut menyajikan bilangan rainbow connection untuk graf thorn dari
graf lengkap. Pada teorema berikut akan ditinjau graf thorn untuk setiap I; > n

(ief{l,---,n})

Teorema 2.4. [7] Untuk n > 1 dan l; > n, berlaku

n

re(Kr) = sre(K)) = Z l;.
i=1
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Gambar 1. Graf Cj(I1,l2,- - ,l4).

Bukti. Perhatikan bahwa wu,;; adalah thorn dari titik v;(i € {1,---,n},j €
{1,---,1;}). Perhatikan Gambar 2.

Gambar 2. Graf K}

Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa re(K7) < > | I;. Karena semua path
dari u;, j, ke ug,;, perlu melalui sisi w;, j, Vs, , Vi Ui, s, , ini jelas bahwa warna dari sisi
v;u;; dimana (i € {1,--- ,n},j € {1,---,1;}) haruslah berbeda. Dengan kata lain,
ini merupakan syarat perlu untuk rainbow connectivity suatu graf. Oleh karena itu,
dalam pewarnaan ini warnai semua sisi thorn v;u;; dengan c(v;u;;) = j @) dimana
j@Wie{1,--- n},j€ {1, - 1;} terlebih dahulu sebagai kode pewarnaan dari sisi
graf.

Warnai sisi lain dengan cara berikut.

c(vvy) = (G+ DY, untuk i <j <mi€{L- nhj e {l L,
C(Uivn) = 1(1‘-"_1)7 untuk 7 € {17 T 7n}>
c(vgvy) = 23,

Hal ini jelas bahwa lintasan dari w;, j, vi; — vi; Vs, — Vi, Us, 5, dengan pewarnaan
jyl) — (ig + 1)) — jém sedangkan u;, j, Vi, — Vi, Un — Uplyj, dengan pewar-
naan j\) — 16+ 55 9@) 5 aqalah kode pewarnaan dari lintasan
Unjy Un — U1 — V1U15,. Semua lintasan dari graf memiliki warna yang berbeda.
Dengan kata lain, setiap dua titik dari graf K merupakan lintasan rainbow con-

nected dengan Y ., l; warna. Jadi, dapat dibangun sebuah rainbow Y -, l;-coloring
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dari K sehingga dapat membuat graf K rainbow connected. Ini berarti bahwa
re(Ky) < 35 b

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa re(K7%) > 37| I;. Asumsikan berlawanan
sehingga re(K;) < >°0  1; — 1. Misalkan ¢! adalah rainbow Y ;- l; — 1-coloring
dari K;. Misalkan bahwa u;, ;,v;, dan v;,u,;, adalah dua sisi dengan warna yang
sama, maka lintasan u;,;, — u;,5, di K bukanlah rainbow path. Ini menyebabkan
kontradiksi, haruslah rc¢(K;) > -1, l;, selanjutnya diperoleh bahwa rc(K}) =
ZZL:I li.

Kemudian, akan ditunjukkan bahwa c¢ rainbow coloring adalah strong rain-
bow coloring. Karena w;, j,v;, — Vi;Vi, — Vi, Ui, , adalah lintasan dengan pan-
jang d(u;,j,, Wiyj,) antara u;,,;, dan wu,;, di K, dimana 41,30 € {1,---,n} dan
i1 # 42,51 €{1,- ,lin}, g2 € {1, ,lia}, sehingga ¢ rainbow coloring dapat mem-
buat K7 strongly rainbow connected. Jadi diperoleh src(K%) < >0 ;.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa src(K7) > >""" | I;. Misalkan tanpa men-
gurangi keumuman sehingga sre(K;) = Y., l; — 1. Terdapat paling sedikit dua
sisi thorn yang berwarna sama, maka rainbow geodesic dari satu thorn dengan yang
lainnya tidak ada, sehingga ini kontradiksi. Oleh karena itu sre(K)) = Y0 1.

Akibatnya, karena re(K}) = >0, 1; dan sre(K)) = >, I; maka re(K)) =
sre(K2) =30 ;. O

Berikut diberikan ilustrasi untuk graf thorn dari graf lengkap dengan n = 4,
pada Gambar 3 terlihat bahwa rc(K}) = src(Kjf) = 16.

Gambar 3. re(Kj) = srce(K}) =16

Teorema berikut menyajikan bilangan rainbow connection untuk graf thorn dari
graf lingkaran. Pada teorema berikut akan ditinjau graf thorn untuk setiap I; > n

(ie{l,---,n}).

Teorema 2.5. [7] Untuk n >4 dan l; > n, berlaku
*\ €\ n - )
re(Cr) = sre(Cr) =[]+ Z‘;z
Bukti. Perhatikan Gambar 4.

Untuk n > 4, perhatikan bahwa lingkaran C,, dengan n titik dan untuk setiap
i dengan 1 < ¢ < n, misalkan e; = v;v;41. Misalkan ¢ sebagai sisi-coloring dari C,
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Gambar 4. Graf Cj.

sebagai berikut:

cle:) = i, untuk 1 <i < [3],
Y i [%], untuk [2]+1<i<n.

Karena warna dari sisi thorn harus berbeda, maka berlaku bahwa rc(Cr) < [§] +
Z?:l i

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa rc(C) > [2] + Y1 l;, asumsikan
berlawanan sehingga rc(Cy) < [%] + .7 ;1 — 1. Misalkan ¢* adalah rainbow
(214 X7 1 i — 1)-coloring dari C;. Asumsikan bahwa c¢*(e;) = c(e;) maka ter-
dapat paling sedikit dua sisi thorn dengan warna yang sama. Sebaliknya, jika
c*(viuij) = c(viug;) maka ([2] 437, I; —1)-coloring dari C; memberikan [%]—1
warna yang berbeda sedangkan sisa n sisi dari C,, bukanlah sebuah rainbow coloring.
Karena itu, nyatakan sebagai r¢(Cp) = [2] + >0, L.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa src(C) = [2] + Y1, l;. Karena
diam(Cy,) = [%] dan pewarnaan dari sisi thorn haruslah berbeda, maka da-

pat simpulkan 1éahwa sre(Cr) < [%] + Y71 li- Selanjutnya, akan ditunjukkan
bahwa src(Cy) > [2] + Y1, l;. Asumsikan berlawanan sehingga src(Cj) <
[2]+ 37", l; — 1. Misalkan ¢! adalah rainbow ([%]+ Y1 | l; — 1)-coloring dari C.
Asumsikan bahwa c!(e;) = c(e;) maka terdapat paling sedikit dua sisi thorn den-
gan warna yang sama. Asumsikan bahwa c'(u;j) = c(tmn)(i # m € {1,2,--- ,n}),
maka tidak terdapat w;;v; — UmUmn geodesic pada C;;. Similar untuk pembuktian
dari bilangan rainbow connection, asumsikan bahwa c!(viu;j) = c(viu;;) maka ini
merupakan kontradiksi dari sre(Cp) = [5].

Akibatnya, karena rc(Cy) = [2] + > 01 I; dan sre(Cr) = [5] 4+ X1 | I; maka
re(Cy) = sre(Cy) = [31+ 0y 0

Berikut diberikan ilustrasi untuk graf thorn dari graf lingkaran dengan n = 4,
pada Gambar 5 terlihat bahwa rc(C}) = sre(Cy) = 18.

Teorema berikut menyajikan bilangan rainbow connection untuk graf thorn dari
graf barbel. Pada teorema berikut akan ditinjau graf thorn untuk setiap I; > 2n

(e {1, 2n}).



70 Melvi Muchlian

Gambar 5. Graf Cj.

Teorema 2.6. { Untukn > 2 dan l; > 2n, berlaku

2n

re(B)) = sre(B)) =3+ Z l;.
i=1

Bukti. Perhatikan bahwa wu,;; adalah thorn dari titik v;(i € {1,---,2n},j €
{1,---,1;}). Perhatikan Gambar 6.

Wi Ue U Usi Us:  Us

Gambar 6. Graf Bj.

Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa re(B)) < 3 4+ 21221 l;. Karena semua
path dari w;,;, ke u;g;, perlu melalui sisi w;, j, Vi, , VigUigj,, ini jelas bahwa warna
dari sisi v;u;; dimana (i € {1,---,2n},5 € {1,---,1;}) haruslah berbeda. Dengan
kata lain, ini merupakan syarat perlu untuk rainbow connectivity suatu graf. Oleh
karena itu, dalam pewarnaan ini warnai semua sisi thorn v;u;; dengan c(v;u;;) = j (1)
dimana j® i € {1,---,2n},5 € {1,---,1;} terlebih dahulu sebagai kode pewarnaan
dari sisi graf.

Warnai sisi lain dengan cara berikut:

1, jika e € (K1),
cle) =X 2, jikae € (K2),
3, jika e adalah sebuah bridge
Hal ini jelas bahwa lintasan dari u;, j, Vi, —vs, Vi, — Vi, Vig —Vis Vig — Vig Uig j, dengan
i) 139 (™) sedangkan u;, ;,vi, — i, Vs, — Vi, Viy — Vi, Vig — Vig Uiy,
pewarnaan j; J2 g t1J1 %1 117 1475 15 726 26 16]8

dengan pewarnaan j;il) -1-3-2- jgﬁ). Semua lintasan dari graf memiliki warna
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yang berbeda. Dengan kata lain, setiap dua titik dari graf B} merupakan lintasan
rainbow connected dengan 3 + 2321 l; warna. Jadi, dapat dibangun sebuah rainbow
3+ 21221 l;-coloring dari B} sehingga dapat membuat graf B} rainbow connected.
Ini berarti bahwa re(Bg) < 3+ 322" 1.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa re(Bf) > 3 + 2321 l;. Asumsikan
berlawanan sehingga rc¢(B) < 3 + 21221 l; — 1. Misalkan ¢! adalah rainbow
3—&—2?21 l;—1-coloring dari B};. Misalkan bahwa u;, j, v;, dan v; u;,;, adalah dua sisi
dengan warna yang sama, maka lintasan wu;, j, — us4;, di B}, bukanlah rainbow path.
Ini menyebabkan kontradiksi, sehingga haruslah rc¢(B}) > 3 + 212:1 l; selanjutnya
diperoleh bahwa r¢(By) = 3 + 322", 1.

Kemudian, akan ditunjukkan bahwa ¢ rainbow coloring adalah strong rainbow
coloring. Karena u;, j, Vi, — Vi, Vi, — Vi Viy — VizVig — VigUigj, adalah lintasan den-
gan panjang d(ui,j,, Uigj,) antara u;,;, dan wg,, di B}, dimana i1,i4,,%5,93 €
{1,---,2n} dan iy # iq # i5 # ig,71 € {1, ,li1}, 42 € {1,--- ,lis}, sehingga
¢ rainbow coloring dapat membuat B strongly rainbow connected. Dengan kata
lain sre(Bf) <3+ 21221 l;.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa rc(BX) > 3 + 21221 l;. Misalkan tanpa
mengurangi keumuman sehingga src(B) = 3+ 21221 l; — 1. Terdapat paling sedikit
dua sisi thorn yang berwarna sama, maka rainbow geodesic dari satu thorn dengan
yang lainnya tidak ada, sehingga ini kontradiksi. Oleh karena itu src(Bf) = 3 +
21221 li.

Akibatnya, karena rc¢(Bf) = 3 + Y277 I; dan sre(BX) = 3 4 .7, I; maka

re(BE) = sre(Br) =3 + 21221 l;. m|

Berikut diberikan ilustrasi untuk graf thorn dari graf barbel dengan n = 3, pada
Gambar 7 terlihat bahwa rc(B%) = src(Bj) = 39.

Un Ui Ui Ui u‘; Wie Ua Ue Ue Ues Ues oo

29
U2 U2 Uzs Uzs Uas Uz Usi Us2 53 Uss Uss Uss

Gambar 7. Graf Bj3.

Teorema berikut menyajikan bilangan rainbow connection untuk graf thorn dari
graf lolipop. Pada teorema berikut akan ditinjau graf thorn untuk setiap I; > n+m
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Teorema 2.7. { Untukn > 1, m > 2 dan l; > n+ m, berlaku

n+m

re(Ly, ) = sre(Ly, ) = (n+ 1)+ ) Ui
i=1

Bukti. Perhatikan bahwa u,; adalah thorn dari titik v;(¢ € {1,---,m},j €
{1,---,1l;}) dan w;; adalah thorn dari sisi z;(i € {1,--- ,n},j € {1,---,1;}). Per-
hatikan Gambar 77.

Un Uz Uss

Us: Usi Us2 Uss Wi sz. ‘Was Wi

Uz Xi L W32

Uzs - ‘Was
Wi Wiz Wi

L J *
Ust Usn Uss Ua Uz Uss

Gambar 8. Graf Lg73.

Misalkan v, vo,- -+ , v, adalah himpunan titik-titik dari graf lengkap K, dan
T1,%2, - , Ty adalah himpunan titik-titik dari graf lintasan P,,. Misalkan titik v,
dibuat berdekatan dengan z; pada graf Ly, ,,. Sedemikian sehingga ada tepat satu
path connecting dari titik z,, dan v, dengan panjang (n — 1) + 1 =n.

Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa re(L, ,,) < (n+1)+ 377" I;. Karena
semua path dari u,,;, ke w;,;, perlu melalui sisi u;, j,vi,, Tiz Wiy j,, ini jelas bahwa
warna dari sisi v;u;; dimana (i € {1,---,m},j € {1,---,{;}) dan sisi z;w;; di-
mana (i € {1,---,n},j € {1,---,l;}) haruslah berbeda. Dengan kata lain, ini
merupakan syarat perlu untuk rainbow connectivity suatu graf. Oleh karena itu,
dalam pewarnaan ini warnai semua sisi thorn v;u;; dengan c(v;u;;) = j (1) dimana
i@ e {1, ,m},j € {1,---,1;} dan sisi thorn z;w;; dengan c(x;w;;) = G di-
mana j@ i € {1,---,n},j € {1,---,1;} terlebih dahulu sebagai kode pewarnaan
dari sisi graf.

Warnai sisi lain dengan cara berikut:

n—1, untuk e € (P,),
cle) =¢ n+1, untuk e € (K,,),
n, untuk e adalah sebuah bridge

Hal ini jelas bahwa lintasan dari w;, j, Vs, —0;, Vig —Vis Tiy — T4, Tiy — Ty Tiy —Tig Wiy jo
dengan pewarnaan jgil) —4-3-2—-1-— ng) sedangkan w;,j, Vi, — Vi Vig — Vig Ts; —
Tiy Tiy — TiyTiy — TizWigj, dengan pewarnaan jiiz) -4-3-2-1- jéi?’). Semua
lintasan dari graf memiliki warna yang berbeda. Dengan kata lain, setiap dua titik

dari graf L* . merupakan lintasan rainbow connected dengan (n + 1) + Z?Ilm l;

*
m,n
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warna. Jadi, dapat dibangun sebuah rainbow (n + 1) + 3."4™ I;-coloring dari Ly, .
sehingga dapat membuat graf Ly, ,, rainbow connected. Ini berarti bahwa rc(Ly, ,,) <
(n+1)+ X"

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa re(L%, ) > (n + 1) + 307" ;. Asum-
sikan berlawanan sehingga re(Lf;, ) < (n+ 1) + 30" I; — 1. Misalkan ¢! adalah
rainbow (n + 1) + 205" 1; — 1-coloring dari L, . Misalkan bahwa u;,;,v;, dan
T4 Wi, 5, adalah dua sisi dengan warna yang sama, maka lintasan u;, j, —w;,, di L,

m,n

bukanlah rainbow path. Ini menyebabkan kontradiksi, sehingga haruslah rc(Ly, ,,) >

(n+1) + 317" I, selanjutnya diperoleh bahwa re(L, ,,) = (n+ 1) + 300" 1.
Kemudian, akan ditunjukkan bahwa c¢ rainbow coloring adalah strong rain-
bow coloring. Karena wu;, j, Vi, — Vs, Vig — Vig®i, — Tiy Tiy — TiyTis — iy Wiy, adalah

lintasan dengan panjang d(u,j,,wi,;,) antara wu;,j, dan w;,j, di Ly, ,, dimana
i1,t5 € {1, ,m} dan # i5, 11,%2,%3 € {1, 71’L} dan i # 12 7£ i3,
g1 € {1,---,la},jo € {1, -+ ,lis}, sehingga ¢ rainbow coloring dapat membuat

Ly, . strongly rainbow connected. Dengan kata lain src(Ly, ,,) < (n+1) + S

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa src(Ly, ) > (n + 1) + 3" ™ ;. Misalkan
tanpa mengurangi keumuman sehingga src(L ) (n+1) +Zn+m —1. Terdapat
paling sedikit dua sisi thorn yang berwarna samau7 maka rainbow geodesic dari satu
thorn dengan yang lainnya tidak ada, sehingga ini kontradiksi. Oleh karena itu
sre(Ly, ) = (n+1) + 37" L.

Akibatnya, karena rc(Ly,,,) = (n+ 1) + S dan sre(Ly, ) = (n+1) +
S ™1 maka re(Ly, ) = sre(Ly, ) = (n+1) + S O

Berikut diberikan ilustrasi untuk graf thorn dari graf lolipop dengan m = 3,n =
2, pada Gambar 9 terlihat bahwa rc(Lj 5) = sre(L3 5) = 28.

U”UIZ U U

31 Uz Uss U Uss W21
Uz 2
2
U s@W2
2
1 QW
Uz V. X 27 -
3 1940/21 2 2 N\28 24
U24 z
Was

Wit wi wis Wi Wis

Gambar 9. Graf L§’2

Teorema berikut menyajikan bilangan rainbow connection untuk graf thorn dari
graf tadpole. Pada teorema berikut akan ditinjau graf thorn untuk setiap l; > n+m

(Gef{l,---,(n+m)}).
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Teorema 2.8. { Untukn > 1, m >3 dan l; > n+ m, berlaku

n+m

re(Ty ) = sre(Ty,,) = 5] +n+ Y L
=1

Bukti. Perhatikan bahwa w;; adalah thorn dari titik v;(i € {1,---,m},j €
{1,---,l;}) dan w;; adalah thorn dari sisi x;(i € {1,--- ,n},j € {1,---,1;}). Per-
hatikan Gambar 10.

U2zt Uz U2 Uu Uz U

WuWiz Wi

U3t . Wit
U3 X2 Waz
[ )
Use Xs Wao
L] []
Usi Uz Uso Wy Wi Wao
Usat gy, Uss Ust Usz Use
Gambar 10. Graf Tg73.
Misalkan vy, vs, - - - , vy, adalah himpunan titik-titik dari graf lingkaran C,,, dan
r1,Ts,- -, T, adalah himpunan titik-titik dari graf lintasan P,,. Misalkan titik v,,
dibuat berdekatan dengan x; pada graf T;L’n. Maka 1 — 29 — -+ — x,, — v,,, adalah

path dengan panjang n pada graf T, . Sedemikian sehingga ada tepat satu path
antara v,, dan .

Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa re(T7, ) < [2]+n+3 1—," ;. Karena
semua path dari u,;,;, ke w;,;, perlu melalui sisi ug,j, Vi, , Ti, Wiy 4., ini jelas bahwa
warna dari sisi v;u;; dimana (¢ € {1,---,m},j € {1,---,1;}) dan sisi z;w;; di-
mana (i € {1,---,n},j € {1,---,l;}) haruslah berbeda. Dengan kata lain, ini
merupakan syarat perlu untuk rainbow connectivity suatu graf. Oleh karena itu,
dalam pewarnaan ini warnai semua sisi thorn v;u;; dengan c(vyu;;) = j @) dimana
§9ie {1, ,m},j € {1,---,1;} dan sisi thorn z;w;; dengan c(z;w;;) = 7@ di-
mana j® i € {1,--- ,n},j € {1,---,1;} terlebih dahulu sebagai kode pewarnaan
dari sisi graf.

Warnai sisi lain dengan cara berikut:

e(e) = {n — 1, untuk e € (P,),

n, untuk e adalah sebuah bridge
Warnai path vy, —vi —ve—---—v[m] dengan pewarnaan n+1,n+2,--- ,n+[4]
dan warnai sisi path vy —Vm—1—Vp—2 — - —vrm| dengan pewarnaan n+ [5],n+

(5] —1,---,n+2,n+1
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Hal ini jelas bahwa lintasan dari wi,;, Vi, — Vi3Vip — Vip¥s; — Vs, Vig — VigTiy —
Ty Tiy — TigTiy — TizWiyj, dengan pewarnaan ](Z“") 6-5—-4—-3-2—-1-— jéiS)
sedangkan s, j, Vg — Vi, Vi, — Uiy Vig — Vig Vig — VigTiy — Tiy Tiy — Ty Tiy — Tig Wiy 4, dengan
pewarnaan jéie’) —4-5-6-3-2—1 —jli:"). Semua lintasan dari graf memiliki warna
yang berbeda. Dengan kata lain, setiap dua titik dari graf 7};, , merupakan lintasan
rainbow connected dengan [2] 4+ n + Z"+ml warna. Jadi, dapat dibangun sebuah
rainbow [2] +n + 1" l;-coloring dari T}, ,, sehingga dapat membuat graf T}, ,
rainbow connected. Ini berarti bahwa rc(T,’;L n) <[F]+n+ Zn+m .

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa rc(Ty, ) > [3] +n + S . Asum-
)< [Z]+n + Znerl — 1. Misalkan ¢! adalah
rainbow [] 4+ n + Z"H"l — 1-coloring dari T}, ,,. Misalkan bahwa u;,;,v;; dan
Ti3 Wiy, adalah dua sisi dengan warna yang sama, maka lintasan u;, j, —w;,5, di T}, ,
bukanlah rainbow path. Ini menyebabkan kontradiksi, sehingga haruslah re(Ty, ,,) >
(2] +n+ 377" 1, selanjutnya diperoleh bahwa re(T7, ) = [2] +n + Zn+m i

Kemudian, akan ditunjukkan bahwa ¢ rainbow coloring adalah strong rainbow
coloring. Karena i, j, Uiy — Vig Uiy — Vi, Uiy — Vi, Vig — Vig iy — Liy Tiy — LiyTig — Lig Wigjn

sikan berlawanan sehingga rc(7, .,

adalah lintasan dengan panjang d(Wizj, s Wiszy) antara ug,;, dan wi,j, di Ty, ,, di-
mana 11, %2,13,1 € {1 . m} dan 7; 75 1o 7’5 i3 75 16, 11,112,104 € {17 ,n} dan
i1 # iy # i3, j1 € {1 <y lishj2 € {1, -+ ,lis}, sehingga ¢ rainbow coloring

dapat membuat T}, strongly rainbow connected. Dengan kata lain src(Ty, ,,) <

(2] +n+ 0"

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa src(Ty, ,,) > [2]+n+ 377" I;. Misalkan
tanpa mengurangi keumuman sehingga src(7};, ) = [ 5 ]—l—n—l—Z'H_m —1. Terdapat
paling sedikit dua sisi thorn yang berwarna sama, maka rainbow geodesic dari satu
thorn dengan yang lainnya tidak ada, sehingga ini kontradiksi. Oleh karena itu
sre(Ty, ) = [5]+n+ 0" .

Akibatnya, karena rc(T)y, ) = [5]+n+ S dan sre(Ty, ) = [3] +n+
S maka re(T), ) = sre(Th ) = [2] +n+ 00" . O

Berikut diberikan ilustrasi untuk graf thorn dari graf tadpole dengan m = 3,n =
2, pada Gambar 11 terlihat bahwa rc(75,) = sre(T55) = 28.

U“Ulz Uiz Uus

W21
s @W2:
1 X @W:s
XoN\S@ Was
Was

Uss Wiy, Wiz Wiy Wis

Gambar 11. Graf Ty ,.
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3. Kesimpulan

Pada tulisan ini telah diperoleh bilangan rainbow connection untuk graf thorn dari
graf lengkap dan graf lingkaran. Selanjutnya diperoleh bilangan rainbow connection
untuk graf thorn dari graf barbel, graf lolipop, dan graf tadpole.
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