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Abstrak. Suatu pelabelan total sisi ajaib pada graf G dengan p merupakan banyak
titik pada graf G dan g merupakan banyak sisi pada graf G adalah suatu fungsi bijektif
f:V(G)UE(G) — {1,2,3,--- ,p + ¢} sedemikian sehingga f(u) + f(v) + f(uwv) = k,
untuk setiap uwv € E(G) dengan k konstanta. f dikatakan sebuah pelabelan total sisi
ajaib super dari graf G jika f : V(G) — {1,2,3,---,p}. Suatu graf prisma bercabang
(C5 x P2) ® K2) merupakan suatu graf sederhana hasil korona dari graf prisma Cs x P
dengan komplemen graf lengkap K». Terdapat pelabelan total sisi ajaib super pada graf
prisma bercabang (Cs x P2) ® K2 dengan konstanta ajaib yang diperoleh yakni k = 79.

Kata Kunci: Pelabelan total sisi ajaib, Super, Graf Prisma Bercabang, Konstanta ajaib

1. Pendahuluan

Pelabelan merupakan suatu pemetaan satu-satu yang memetakan unsur himpunan
titik dan unsur himpunan sisi ke bilangan asli yang disebut label. Dalam [6], pela-
belan yang banyak dibahas adalah pelabelan titik (vertex labeling) yang merupakan
pelabelan dengan domain himpunan titik, pelabelan sisi (edge labeling) yang meru-
pakan pelabelan dengan domain himpunan sisi, dan pelabelan total (total labeling)
yakni pelabelan dengan domain himpunan titik dan himpunan sisi. Pada pelabelan
terdapat istilah bobot titik (vertex weight) yakni jumlah label titik dan label semua
sisi yang terkait dengan titik tersebut. Untuk suatu sisi uv yang ada di graf terse-
but, jumlah label sisi dan label dua titik yang menempel pada sisi disebut bobot
sisi (edge weight) yang dinotasikan dengan w(uv).

Kotzig dan Rosa telah memperkenalkan suatu konsep pelabelan ajaib dengan
mendefinisikan suatu pelabelan total sisi ajaib dari graf G sebagai fungsi bijektif f :
V(G)UE(G) = {1,2, -+ ,p+ q} sedemikian sehingga untuk setiap sisi uv € E(G),
bobot sisi w(uv) = f(u) + f(uv) + f(v) adalah konstan [6]. Sugeng dkk [8] telah
mengkaji sifat-sifat pelabelan total sisi ajaib super, salah satunya pada graf prisma
diperumum (prism graph). Graf prisma diperumum C,, x P. memuat pelabelan
total sisi ajaib jika m ganjil, m > 3, dan r > 2.

Berdasarkan kajian tersebut, menarik jika dibuat suatu graf baru dari graf
prisma C,, X P» yang diberikan operasi korona dengan komplemen dari graf lengkap
K, yang dinotasikan dengan K, dan didapatkan graf sederhana baru yakni graf
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prisma yang memiliki cabang yang diberi nama graf prisma bercabang (Csx Py) O Ko
[5]. Pada tulisan ini akan ditentukan pelabelan total sisi ajaib super pada graf prisma
bercabang (Cs x Py) ® K [5] dan kemudian akan dicari konstanta ajaibnya.

2. Landasan Teori
2.1. Definisi dan Terminologi Graf

Jalan walk dari vy ke v, di G adalah barisan hingga vo, €01, V1, ** , Un—1, €(n—1)n, Vn
dari titik dan sisi di G sehingga e(;_1); = (vi—1,v;) untuk ¢ > 1 adalah sisi di graf
(. Pada jalan, tidak ada sisi yang muncul lebih dari satu kali, akan tetapi titik
dapat muncul lebih dari satu kali. Jalan dapat dinotasikan dengan vy, va,--- ,vy,.
Lintasan path adalah jalan terbuka yang setiap titiknya berbeda, sedangkan
graf lingkaran circuit adalah jalan tertutup yang semua titiknya berbeda. Graf
G dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik di G ada lintasan yang
menghubungkan kedua titik tersebut, jika tidak demikian maka graf G disebut graf
tidak terhubung. Graf lengkap dengan n titik dilambangkan dengan K,,, n > 1.
Banyaknya sisi pada graf lengkap dengan n titik adalah @

Komplemen suatu graf G (dinotasikan G) dengan n titik adalah suatu graf
dengan himpunan titik G sama dengan himpunan titik G, yaitu V(G) = V(G) dan
sisi-sisi G adalah komplemen sisi-sisi G terhadap graf lengkap K, yaitu E(G) =
E(K,)— E(G). Titik-titik yang dihubungkan dengan sisi dalam G tidak terhubung
dalam G menjadi terhubung dalam G.

2.2. Operasi Hasil Korona dan Hasil Kali Kartesius (cross) pada

Graf

Misal terdapat dua graf G dan H dengan V(G) = {x1,z2, -+ ,z,} dan V(H) =
{y1,92, "+ ,Ym}. Misal terdapat graf H;, dengan V(H;) = {yi1,%i2, " ,Yim}, di-
mana H; adalah duplikat ke-i dari graf H. Maka graf G () H mempunyai himpunan
titik sebagai berikut.

n

VGO H) =V (@)U V(H)),

i=1

dan mempunyai himpunan sisi sebagai berikut:
E(G()H)=E(G)U|JEH)U{zy; |1 <j<my €V(H)},
i=1

dengan H; adalah duplikat dari H. Dapat dilihat bahwa :
(VIGOH) | =V(@) [ +|V(@)]|-|V(H) I
|BE(GCH) | = E@G) |+ V(@) || EH)|+|V(G)|-|V(H)].

Perkalian kartesius dari graf G; = (V4, E1) dan Gy = (Va, Es) adalah graf G =
(‘/, E), ditulis G = G1 X GQ. Jika V = V1 X V2 dan dua titik <U1, U2> dan <’01,UQ> di
G bertetangga jika dan hanya jika salah satu dari dua hal berikut berlaku u; = vy
dan ugve € E5 atau us = vg dan uwjv; € Ej.
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2.3. Graf Prisma Bercabang (Cs X P2) ® K1

Diberikan suatu graf dari operasi hasil kali (cross) dari graf lingkaran (circle) yang
memiliki m titik dengan graf lintasan (path) yang memiliki » titik yang dikenal
dengan nama graf prisma yang disimbolkan dengan C,, x P,. Suatu graf prisma
C5 x Py dapat dimodifikasi menjadi graf sederhana lainnya yang dinamakan graf
prisma bercabang [5]. Graf prisma bercabang didapatkan dengan cara menam-
bahkan operasi korona pada graf prisma Cs x P, dengan komplemen graf lengkap
K. Graf prisma bercabang mempunyai 5 sisi pada lingkaran di graf prisma dan 2
daun pada korona graf Cs x P, dengan komplemen graf lengkap Ko sehingga graf
prisma bercabang dapat dinotasikan dengan (C5 x P;) ® Ko. Graf prisma bercabang
tersebut memiliki |V ((Cs x P2) ® K3)| =30 dan |E((C5 x P2) ® Ka)| = 35.

2.4. Pelabelan Total Sist Ajaib Super pada Graf

Misalkan graf G adalah graf dengan himpunan titik V' (G) dan himpunan sisi E(G).
Suatu pelabelan total sisi ajaib pada graf G dengan p titik dan ¢ sisi adalah suatu
fungsi bijektif f : V(G) U E(G) — {1,2,3,--- ,p + q} sedemikian sehingga f(u) +
f() + f(uv) = k, untuk setiap uv € F(G) dengan k konstanta.f dikatakan sebuah
pelabelan total sisi ajaib super dari graf G jika f: V(G) — {1,2,3,--- ,p}.

Teorema 2.1. [1] Graf G merupakan sisi ajaib super jika dan hanya jika terdapat
fungsi bijektif f : V(G) — {1,2,3,--- ,p} dengan p merupakan jumlah titik pada
graf G sedemikian sehingga himpunan S = {f(u)+ f(v)|u,v € E(G)} terdiri dari q
bilangan bulat berurutan, dimana q merupakan banyak sisi pada graf G. Dalam hal
int f dapat diperluas menjadi suatu pelabelan sisi ajaib super G dengan bilangan
ajaib k = p+q+s dengan s = min(S) dan S = {k—(p+1),k—(p+2),--- ,k—(p+
q)} dimana S merupakan hasil penjumlahan dua label titik yang berbeda dengan s
merupakan minimum dari S.

2.5. Pelabelan pada Graf Prisma Diperumum

Graf Prisma diperumum dapat didefinisikan dengan hasil kartesian C,, x P, dari
graf lingkaran dengan m titik dan graf lintasan dengan r titik. Misalkan

V(Cm x Pr) ={vij [1<i<m, dan1<j<r}
E(Cpn xPy) ={vjvit1,; |1 <i<m-—-1danl<j<r}U{vy,,vi,;]|1<j<r}
U {vijvigen [T <i<mdan 1 <j<r—1},

Dengan demikian, |V (C,, x P.)| = mr dan |E(C,, x P.)| =m(2r —1).

Lema 2.2. [1] Graf Prisma diperumum C,, x P, memiliki pelabelan sisi (a, 1)-titik
anti ajaib jika m bilangan gangil, m > 3 dan r > 2.

Teorema 2.3. [1] Jika m ganjil dan m > 3, r > 2, maka graf prisma diperumum
Cin X P. memiliki pelabelan total sisi ajaib super.
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3. Pembahasan

Pada bab ini akan ditentukan pelabelan total sisi ajaib super pada graf prisma
bercabang (Cs x P,) ® Ko dan akan ditentukan konstanta ajaibnya.
Berikut ini adalah hasil yang diperoleh:

Teorema 3.1. Terdapat pelabelan total sisi ajaib super padai graf prisma bercabang
(Cs x P2) ® Ko dengan konstanta ajaib k = 79.

Bukti. Pada graf C5 x P,) ® K5 diketahui |V ((C5 x Py) ® K3)| = 30 dan |E((Cs5 x
Py) ® K»)| = 35.
Didefinisikan suatu fungsi bijektif f1 : V((Cs5 x Py) © Ko)UE((C5 x Py) © K3) —
{1,2,---,75} sebagai pelabelan titik dan sisi pada graf (C5 x P») ® K.
Definisikan fungsi bijektif f : V(C5 x P2) ® Ko — {1,2,--+,30} dengan :

Floris) = 214 5(j—1), untuk i ganjil,1 <i<5dan1<j <2,
1 % +5(j — 1), untuk i genap,2 <i<4dan1<j<2.
Flor) = 10—&—%, untuk ¢ genap,2 <1 < 4,
YT 10 + 5;”, untuk ¢ ganjil, 1 <7 <5.
20, untuk ¢ =1,
f(v2:) = 15+ 51, untuk i ganjil,3 <4 <5,
15+ %7 untuk ¢ genap,2 < ¢ < 4.
224 5(5 - 1), untuk ¢ =1dan 1 <j <2,
Flusss) = 25+5(5 — 1), untuk ¢ =2 dan 1 <j <2,
20T ) 21 4 5(5 — 1), untuk ¢ =4 dan 1 < j <2,
20+ 3 4+ 5(j — 1), untuk i ganjil,3 <i<5dan1<j<2.

Gambar 1. Graf (Cs x P2) ® K2
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Gambar 2. Pelabelan titik graf (Cs x P») O Ko

Misalkan S = {f(z)+ f(y)|zy € E((C5 x P;) ®K2)} dimana z dan y merupakan
titik di graf tersebut, maka didapat S = {14,15,---,48}. Anggota S membentuk
barisan aritmatika yang memiliki beda 1 atau dengan kata lain anggota S memben-
tuk barisan bilangan yang berurutan. Dikarenakan anggota S terdiri dari 35 buah
bilangan bulat yang berurutan, dengan menggunakan Teorema 2.1, maka dapat
dibuktikan graf (Cs x P;) ® K5 mempunyai Pelabelan total sisi ajaib super.

Didefinisikan pelabelan sisi graf (Cs x P») ® K5 dengan f(zy) = {31,32,--- ,75}
dimana label f(xy) diletakkan dari S yang paling besar hingga S yang paling kecil.

Dengan pelabelan yang telah diberikan, didapatkan pelabelan total sisi ajaib
super dengan konstanta k& = max(S) + min(f(zy)) = 48 + 31 = 79, maka graf
(Cs x Py) ® K5 memiliki pelabelan total sisi ajaib super dengan konstanta ajaib
k=19. O

4. Kesimpulan

Suatu pelabelan total sisi ajaib pada graf G dengan p merupakan banyak titik
pada graf G dan ¢ merupakan banyak sisi pada graf G adalah suatu fungsi bijektif
f:V(GUE(G) — {1,2,3,--- ,p+q} sedemikian sehingga f(u)+ f(v)+ f(uv) = k,
untuk setiap uv € E(G) dengan k konstanta. f dikatakan sebuah pelabelan total sisi
ajaib super dari graf G jika f: V(G) — {1,2,3,--- ,p}.

Graf prisma bercabang (C5 x P2) ® K3) merupakan suatu graf sederhana hasil
korona dari graf prisma Cs x P, dengan komplemen graf lengkap Ko. Graf prisma
bercabang (05 X PQ) @Fg) memiliki |V((C5 X PQ) @Fg” = 30 dan |E((C5 X Pg) ®
K»)| = 35.

Pada tulisan ini telah diperoleh bahwa terdapat pelabelan total sisi ajaib super
pada graf prisma bercabang (C5 x P») ® K5 dengan konstanta ajaib yang diperoleh
yakni k = 79.
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