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Abstrak. Misalkan G merupakan suatu graf terhubung tak trivial. Didefinisikan su-
atu pewarnaan c : E(G) — {1,2,--- ,n};n € N, dimana sisi yang bertetangga boleh
berwarna sama. Suatu lintasan u — v path dikatakan sebagai rainbow path pada G jika
tidak terdapat dua sisi pada path yang berwarna sama. Suatu graf G dikatakan rainbow-
connected terhadap pewarnaan sisi, jika G memuat rainbow u-v path untuk setiap dua
titik v dan v pada G. Jika graf G bersifat rainbow connected maka pewarnaan sisinya
dinamakan rainbow coloring pada G. Bilangan rainbow connection (rc) (rainbow con-
nection number) dari G, dilambangkan dengan rc(G), didefinisikan sebagai minimum
banyaknya warna yang diberikan pada G sedemikian sehingga G merupakan rainbow
(rainbow connected). Suatu Graf Kubik Cj 2n,2n,2n,n adalah suatu graf kubik yang
dibentuk dari lima buah lingkaran dengan banyak titik lingkaran pertama sama dengan
banyak titik lingkaran kelima yaitu sebanyak n dan lingkaran ke-dua, ke-tiga, dan ke-
empat adalah sebanyak 2n dengan himpunan sisi E; merupakan himpunan sisi yang
menghubungkan lintasan ke-i dengan lingkaran ke-i + 1. Pada paper ini akan dibuktikan
bahwa batas atas bilangan Rainbow Connection untuk Graf kubik Cs 10,10,10,5 adalah
11 dan Graf kubik C¢,12,12,12,6 adalah 14.

Kata Kunci: Graf kubik, graf cycle, bilangan rainbow connection

1. Pendahuluan

Salah satu konsep pewarnaan graf yang berkembang saat ini adalah penentuan
bilangan rainbow connection (rainbow connection number). Konsep rainbow con-
nection suatu graf pertama kali diperkenalkan oleh Chartrand, Johns, McKeon dan
Zhang pada tahun 2006. Suatu lintasan dikatakan rainbow path jika tidak ada dua
sisinya yang memiliki warna sama. Suatu graf G dikatakan rainbow connected jika
setiap dua titik yang berbeda dihubungkan oleh rainbow path. Dalam hal ini, pewar-
naan graf G disebut rainbow coloring. Jika ada sebanyak k warna yang digunakan,
maka pewarnaannya disebut rainbow k-coloring. Bilangan k disebut bilangan rain-
bow connection (rainbow connection number) dari graf terhubung G, dilambangkan
dengan rc(G), didefinisikan sebagai banyaknya minimum warna yang diperlukan
untuk mewarnai sisi graf G sehingga graf tersebut bersifat rainbow connected.
Misalkan ¢ adalah rainbow coloring dari graf terhubung G. Untuk setiap dua
titik w dan v di G, suatu rainbow u-v geodesic di G adalah lintasan rainbow uw — v
yang panjangnya dg(u,v), dimana dg(u, v) adalah jarak antara u dan v di G. Graf
G disebut strongly rainbow connected jika memuat suatu rainbow u — v geodesic
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untuk setiap dua titik v — v pada G. Dalam hal ini, pewarnaan ¢ dinamakan strong
rainbow coloring di G. Bilangan strong rainbow connection (Strong rainbow connec-
tion number) dari graf terhubung G, dilambangkan dengan src(G), didefinisikan
sebagai banyak minimum warna yang diperlukan untuk membuat G menjadi strong
rainbow connected. Pada paper ini akan ditentukan batas atas Bilangan Rainbow
Connection untuk Graf kubik C,, 25, 20,20,

2. Beberapa Konsep dalam Teori Graf
2.1. Bilangan Rainbow Connection
Berikut disajikan kembali proposisi yang membahas tentang graf G yang mempun-

yai r¢(G) dan sre(G) 1,2 dan m.

Proposisi 2.1. [2] Misalkan G adalah suatu graf terhubung tak trivial yang beruku-
ran m. Maka

(1) re(G) = sre(G) =1 jika dan hanya jika G merupakan graf lengkap,
(2) re(G) = 2 jika dan hanya jika src(G) = 2, dan
(3) re(G) = sre(G) = m jika dan hanya jika G suatu graf pohon.

Proposisi 2.2. [2] Untuk setiap bilangan bulat positif n > 4, berlaku

re(Cp) = sre(Cr) = [%1

2.2. Graf Kubik

Graf kubik adalah graf regular dengan derajat setiap titik 3. Graf C,, p,.... n, adalah
suatu graf kubik yang dibentuk dari lima graf lingkaran (C;L) dengani =1,2,---,5,
dimana V(C}, ) := {vi1,vi2, -+ , Vin, } adalah himpunan titik dari graf lingkaran ke-i
yang mempunyai n; titik. Jadi, himpunan titik dan himpunan sisi dari graf kubik
Chins - ns adalah:
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dimana

By = {vajvaei-1y | 1=1,--,n},
Ey = {va(jyvs(jy | § = 2,4,---,2n},
E3 = {vg(j)v4(j) |j=1,3,---,2n—1},
Ey = {vayvsyso) | 5= 2,4, 2n}.
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3. Batas Atas Bilangan Rainbow Connection untuk Cs 10,10,10,5
dan 06,12,12,12,6
Pada tulisan ini akan ditentukan batas atas bilangan rainbow connection dari graf
kubik C), 2,2n,2n,n» untuk n =5 dan n = 6.
Teorema 3.1. < Misalkan terdapat graf kubik Cp, on. 2n.2n,n untukn =5 dann = 6.
Maka

11, untuk n =5,

<
7¢(Cn,2n,2n2nm) < { 14, untuk n = 6.

Bukti.

(A) Kasus 1. Untuk n = 5.
Akan ditunjukkan bahwa r¢(Cs 10,10,10,5) < 11. Definisikan pewarnaan sisi dari
masing-masing lingkaran sebagai berikut.

(1) Pewarnaan sisi-sisi dari C} adalah
(01;01511) = Js untuk 1 <73 <k+1,
AV = 5 k1, untuk k+2 < j < 4.
c(vyv11) = j — k —1,untuk j = 5.
(2) Pewarnaan sisi untuk C%, adalah
Js untuk 1 < j < [5/2] atau untuk [5/2] < j <5,
c(v2jva(j+1)) = § 11,  untuk j = [5/2] atau untuk j = 10 — |5/2],
j—5, untuk 5+ 1 <j < 10— |5/2] atau untuk 10 — |5/2] < 7 <9.
c(v2jv91) = j — 5, untuk j = 10.
(3) Pewarnaan sisi-sisi dari C}, adalah

(035030101)) = 6 —7, untuk 1 <75 <5
AVIUGHD) T\ 11— §, untuk 6 < j < 9.
C(’Ugj’Ug,l) =11 — 5, untuk 57 = 10.

(4) Pewarnaan sisi untuk Cf, adalah

Js untuk 1 < j < [5/2] atau untuk [5/2] < j <5,

c(vajvaj+1)) = § 11,  untuk j = [5/2] atau untuk j = 10 — |5/2],
j—5, untuk 6 < j < 10— |5/2] atau untuk 10 — [5/2] < j <9.
c(vajvg) = j — 5, untuk j = 10.

(5) Pewarnaan sisi-sisi dari C2 adalah

(505 141)) = Js untuk 1 <73 <k+1,
5375 +1) j—k—1, untuk k+2 < j < 4.
c(vs;jvs1) = j —k — 1, untuk j = 5.
(6) Pewarnaan sisi untuk E;, F», E3 dan E; adalah sebagai berikut. Semua
sisi di Fy diberikan warna 6, semua sisi di Fy berwarna 7, semua sisi F3
berwarna 8, dan sisi-sisi di F4 berwarna 9.
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Dari definisi tersebut diperoleh bahwa untuk setiap dua titik di graf Cs 10,10,10,5
terdapat lintasan rainbow di antara keduanya. Sehingga diperoleh bahwa
r¢(Cs,10,10,10,5) < 11

(B) Kasus 2. Untuk n = 6.
Akan ditunjukkan bahwa rc(Ce 12,12,12,6) < 14. Definisikan pewarnaan sisi graf
06,1271271276 sebagai berikut.

(1) Pewarnaan sisi untuk Cg adalah

c(or0011) = 7, untuk 1 < j <k,
A AR J—k, untuk k+1 < j <5.
c(vijv11) = j — k, untuk j = 6.
(2) Pewarnaan sisi untuk C%, adalah
10 + c(vyv1 (I + 1)), untuk j = 1,3 atau untuk j = 7,8,9, dimana j =2/ — 1.
c(v25v23541)) = § J» untuk j = 2 atau untuk 4 < j <6,
j — 6, untuk j = 8,10 atau untuk 10 < j <11,
¢(v2jv91) = j — 6, untuk j = 12.
(3) Pewarnaan sisi untuk C%, adalah
c(v3:03001)) = 7—7, untuk 1 <j <6,
BTG T 1 13 — 4, untuk 7 < j < 11.
c(vgjvs1) = 7 — 7, untuk j = 12.
(4) Pewarnaan sisi untuk Cf, adalah
12 + ¢(vyv1l + 1), untuk j = 1,3 atau untuk j = 7,8,9, dimana j = 2] — 1,
c(vajvai+1)) = § Js untuk j = 2,4 atau untuk 4 < 5 <6,
j — 6, untuk j = 8,10 atau untuk 10 < 5 < 11,
c(vajva) = j — 6, untuk j = 12.
(5) Pewarnaan sisi untuk Cg adalah
o(vs;05111) = Js untuk 1 < j <k,
RAS AN j—k, untuk k+1 <5 <5.
c(vsjvs51) = j — k, untuk j = 6.
(6) Pewarnaan sisi untuk E;, Fs, E3 dan E, adalah sebagai berikut. Semua

sisi di 4 diberikan warna 7, semua sisi di Fs berwarna 8, semua sisi Fj
berwarna 9, dan sisi-sisi di E4 berwarna 10.

Dari definisi tersebut, diperoleh bahwa pewarnaan tersebut menggunakan 14

warna, sehingga diperoleh 7¢(Cg 12,12,12,6) < 14. O

Pada Gambar 1 dan Gambar 2 diberikan pewarnaan rainbow terhadap graf

Cs,10,10,10,5 dan Cg 12,12,12,6-

4. Kesimpulan

Pada tulisan ini telah diperoleh batas atas bilangan rainbow connection untuk graf
kubik 5 10,10,10,5 dan Cp12,12,12,6-
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Gambar 2. Pewarnaan dengan 14 warna untuk graf kubik Cs 12,12,12,6,
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