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Abstrak. Metode Kuadrat Terkecil (MKT) merupakan metode yang sering digunakan
untuk menduga parameter model regresi. Pendugaan paramater dengan menggunakan
MKT harus memenuhi asumsi-asumsi tertentu terhadap galatnya yang dinamakan de-
ngan asumsi klasik. Salah satu asumsinya adalah asumsi kenormalan, dimana asumsi
residual berdistribusi normal. Jika asumsi kenormalan tidak dipenuhi maka penduga
MKT menjadi tidak efisien, oleh karena itu diperlukan metode pendugaan lain, salah
satunya adalah metode bayes. Pada metode bayes, parameter model diasumsikan seba-
gai suatu peubah acak yang memiliki distribusi tertentu yang disebut distribusi prior.
Distribusi posterior diperoleh dengan menggabungkan informasi prior dan informasi yang
diperoleh dari sampel melalui teorema Bayes. Rataan dari distribusi posterior ini meru-
pakan penduga bagi parameter model. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa metode
Bayes menghasilkan nilai absolut bias dan MSE lebih kecil dibandingkan dengan metode
MKT dalam mengestimasi paramater regresi linier sederhana untuk galat berdistribusi
tidak normal.

Kata Kunci: Analisis Regresi Linier, Metode Kuadrat Terkecil, Metode Bayes, Galat
Tidak Normal.

1. Pendahuluan

Analisis regresi merupakan suatu teknik untuk memodelkan hubungan antara vari-
abel dependent (terikat) dengan variabel independent (bebas). Untuk mendapatkan
model regresi dapat diperoleh dengan melakukan pendugaan terhadap parame-
ternya menggunakan metode tertentu. Metode Kuadrat Terkecil (MKT) merupakan
metode yang sering digunakan untuk mengestimasi parameter model regresi. Pen-
dugaan paramater yang diduga dengan menggunakan MKT ini harus memenuhi
asumsi-asumsi tertentu terhadap galatnya yang dinamakan dengan asumsi klasik.
Salah satu asumsi yang harus dipenuhi adalah asumsi normalitas, dimana asumsi
residual berdistribusi normal. Jika asumsi kenormalan tidak dipenuhi maka pen-
duga MKT menjadi tidak efisien. Selain menggunakan Metode Kuadrat Terkecil,
Metode Bayes juga dapat digunakan untuk mengestimasi paramater model regresi.

Pada Metode Bayes, parameter model diasumsikan sebagai suatu peubah acak
yang memiliki suatu sebaran tertentu. Informasi parameter ini dinamakan informasi
prior, sehingga sebaran yang akan dimiliki oleh paramater ini disebut distribusi

78



Perbandingan Metode Kuadrat Terkecil dan Bayes T9

prior. Penentuan distribusi prior ini dapat diperoleh dari data penelitian sebelum-
nya atau berdasarkan intuisi peneliti. Dengan menggabungkan informasi prior dan
informasi yang kita peroleh dari sampel, kita dapat menentukan distribusi poste-
rior melalui teorema Bayes ini. Rataan dari distribusi posterior ini dapat digunakan
sebagai penduga bagi parameter model [1].

2. Kajian Pustaka

Kajian pustaka yang digunakan dalam tulisan ini adalah sebagai berikut:

2.1. Metode Kuadrat Terkectl

Analisis regresi linier sederhana merupakan suatu teknik statistika yang digu-
nakan untuk menarik kesimpulan tentang hubungan antara satu variabel dependent
(terikat) dan satu variabel independent (bebas). Secara umum, persamaan regresi
linier sederhana adalah [4]

Y; :50+lei+5ia 1=1,2,3,---,n,

dimana

Y, : Variabel dependen pada model
x; : Variabel independen
Bo, B1: parameter regresi.
Salah satu metode untuk mengestimasi parameter regresi adalah metode kuadrat

terkecil. Metode kuadrat terkecil digunakan untuk menduga nilai 3y dan 31 sehingga
akan didapat suatu dugaan model regresi, yaitu [1]

YAVi = 60‘1'311‘1', 1= 172a3a"' , 1,
dimana

l/’\; : Variabel dependen pada model
x; : Variabel independen

Bo, B1: parameter regresi.

Prinsip metode kuadrat terkecil memilih By dan 5; yang memiminimalkan Jum-
lah Kuadrat Sisaan (JKS). Sehingga diperoleh

N A_aniyi—ZmZyi
Bo =9 —b1x dan 3y = NS 2= (> w)?

2.2. Metode Bayes

Metode Bayes merupakan suatu metode dalam statistika inferensia yang meng-
gabungkan informasi dari data pengamatan dengan informasi data sampel yang
telah diperoleh sebelumnya.

Misalkan data observasi y = (y1,¥y2, - ,¥yn) mempunyai distribusi tertentu
dengan himpunan parameter § = (61,65, - - ,6,)" yang merupakan variabel random,
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maka distribusi posterior dari parameter 6 atau f(f|y) dapat dinyatakan dalam
bentuk:

f(yl0)£(0)
fly) 7

dengan f(y) = [op, ** Jop, f(¥10) f(0)db1 - - - db,, adalah normalizing constant, f(6)
adalah distribusi prior dari parameter 6 dan f(y|f) = [[f(wl|y) adalah fungsi
Likelihood data. Nilai tengah dari distribusi posterior digunakan untuk menentukan
pendugaan Bayes bagi parameter 6 yang tidak diketahui.

fOly) =

Markov Chain merupakan proses iterasi sekumpulan variabel acak 6 sedemikian
sehingga f(6!F1]08, ... 01) = f(6!T1|9!), yang berarti proses untuk mendapatkan
estimasi parameter 6 pada saat iterasi ke (¢ + 1), hanya dipengaruhi nilai pada saat
iterasi ke-i. Hasil estimasi paramater posterior dikatakan baik jika terpenuhi sifat
Markov Chain yang strongly ergodic berupa: [3]

(1) Irreducible, artinya pergerakan 6% selama iterasi tidak ada kecenderungan tetap
pada range nilai tertentu sehingga tidak mampu berubah sesuai domain 6 yang
seharusnya.

(2) Aperiodic, artinya nilai suatu paramater 6 yang dibangkitkan tidak memiliki
pola yang periodik untuk muncul kembali dengan nilai yang sama pada domain
tertentu.

(3) Recurrent, artinya kemunculan nilai § dalam iterasi proses MC akan muncul
lagi diiterasi berikutnya adalah suatu kepastian sehingga perubahan sample
paramater terjadi secara stabil dalam domain nilai tertentu.

Penggunaan metode MCMC dalam analisis Bayesian memerlukan algoritma
sampling yang sesuai untuk mendapatkan sampel dari suatu distribusi. Salah satu
algoritma yang sering digunakan adalah Gibbs Sampling [2]. Proses Gibbs Sam-
pling dilakukan dengan cara membangkitkan rangkaian Gibbs variabel random
berdasarkan sifat-sifat dasar proses Markov Chain yang menggunakan konsep dis-
tribusi unidimensional yang terstruktur dalam bentuk full conditional.

3. Data dan Hasil

Data yang digunakan adalah data simulasi yang dibangkitkan secara acak dengan
menggunakan software R. Data yang dibangkitkan adalah galat yang tidak normal
(e; ~ Logis(\ &) dimana A = 0 dan £ = 0.5,1,1.5 dan 2 kemudian nilai z; dite-
tapkan dengan x; ~ Unif(0,1) dan parameter Sy = 2 dan 31 = 3 sehingga nilai y;
diperoleh dengan persamaan

yi=2+3x;+e,1=12,--- n.

Banyak data direncanakan sebanyak 10,20,30,40 dan 50 data. Percobaan di-
lakukan dengan simulasi Monte Carlo dengan ulangan sebanyak 1000, 2000 dan 3000
kali. Selanjutnya dilakukan pendugaan paramater Sy dan §; berdasarkan Metode
Kuadrat Terkecil dan Metode Bayes.



Perbandingan Metode Kuadrat Terkecil dan Bayes 81

3.1. FEstimasi Paramater Model Regresi Linier Sederhana dengan
Metode Bayes

Jika y; adalah variabel random yang merupakan respon dengan galat tidak normal
g; ~ Logis(0, &) maka y; ~ Logis(Bo+frzi, &) dan 1, = % adalah paramater presisi,
maka fkp dari y; adalah

7y (exp(7y (yi — (Bo + B1z4))))
(1 + exp(1y(yi — (Bo + B14))))

Dari fkp diatas, diperoleh fungsi likelihoodnya yaitu:

L6+ Ly — T (D = (1 +315,))
0 14ey, — ) — .
7y (1 +exp(ry(yi — (Bo + Fr24))))?
Tipe distribusi prior yang digunakan adalah informative prior, dengan distribusi
prior yang digunakan untuk parameter Sy dan [ adalah distribusi normal yang

dinyatakan sebagai berikut.

fyi) =

Si=1,23,--- ,n.

Dan distribusi prior yang digunakan untuk parameter 7, adalah distribusi
gamma yang dinyatakan sebagai berikut.
Ty ~ ¥(a,b).
Sehingga diperoleh bentuk proposional distribusi posterior sebagai berikut:

Ti(exp(ry(Dys — (B + Bi%a)) 1w,
1L+ exp(ry (i — (B + Bra)))z < 70 P (B0 = o))

_n 1
2

f(ﬂo;ﬂla’ry) o8

1
77 exp(—— (81 — p)?) x 74" exp(—bry).

Dari distribusi posterior diatas, dengan menggunakan data yang dibangkitkan
dengan sampel n = 30 dengan &; ~ Logis(0,2) dan iterasi sebanyak 3000 dilakukan
proses MCMC dengan algoritma Gibbs Sampling menggunakan bantuan software
WinBUGS dan diperoleh hasil pada Gambar 1.

Trace Plot parameter menunjukkan nilai acak dengan pola yang stasioner dan
bersifat random. Kemudian, Autocorrelation plot memperlihatkan hanya autoko-
relasi pertama sampel yang tinggi, ini menunjukan bahwa sampler baik dilakukan,
dan nilai autokorelasi selanjutnya mendekati nol ini yang menunjukkan bahwa antar
iterasi satu dengan yang lainnya saling bebas. Hal ini menunjukkan bahwa sampel
yang dibangkitkan dalam proses MCMC memiliki sifat yang random. Selanjutnya,
Quantiles plot menunjukkan ergodic mean hasil estimasi parameter 3y, 31 dan 7,
yang dihasilkan telah mencapai nilai yang stabil dan berada dalam credible interval.
Kondisi ini merupakan salah satu indikasi bahwa proses iterasi estimasi parameter
Bo, f1 dan 7, telah mencapai kondisi equilibrium atau konvergen. Dan, Density plot,
menunjukkan density plot untuk By dan 3; berdistribusi normal, dan parameter 7,
menunjukkan density plot berdistribusi gamma.

Ringkasan posterior parameter yang diperoleh dari proses estimasi paramater
model regresi linier sederhana dapat dilihat pada Tabel 1.
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Gambar 1. Diagnostic plot pada proses Markov Chain Monte Carlo

Tabel 1. Nilai Koefisien Regresi Linier Sederhana dengan Pendekatan Bayes

No | Parameter | Posterior Mean | Standar Deviasi
1 Bo 2,011 0,01889
2 By 2,954 0,03085
3 Ty 31,45 3,673

3.2. Perbandingan Penduga Paramater Regresi 39 dan (3, dengan
Menggunakan Metode Kuadrat Terkecil (MKT) dan Metode

Bayes
a. Absolut Bias

By By
. 1,000 — . 3
@ 0,500 | @1
= —4=—MEKT 0,5 = ——MKT 1,5
5 0,000 - 50
2 10 20 30 40 5o~ BayesO5 2 10 20 30 40 5o TEeBavesls
Banyak data (n) Banyak data (n)
a) Iterasi 3000 dengan & = 0,5 b) Iterasi 1000 dengané =15

Gambar 2. Nilai Absolut Bias 8o MKT dan Bayes
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Pada Gambar 2 dapat dilihat bahwa nilai absolut bias Sy MKT lebih besar
daripada nilai absolut bias 8y bayes. Nilai absolut bias Sy MKT bergerak turun
pada n = 10 dan n = 20, kemudian nilai absolut bias 8y MKT bergerak di
sekitar nilai 0, 14 dengan £ = 0, 5 dan bergerak turun disekitar nilai 0,40 dengan
¢ = 1,5. Sedangkan nilai absolut bias 5y Bayes tetap bergerak turun menuju
nilai 0 baik dengan £ = 0,5 maupun dengan £ = 1, 5.

by By
2,000 - L 10000
.0 =
@ 1,000 - @ 5000
= = MKT 1 5 ==MKT 2
S 0,000 - 3 0,000 -
3 10 20 30 40 50 —W—Bavesl 2 10 20 30 40 50 —W—Baves2
Banyak data (n) Banyak data (n)
a) Iterasi 3000 dengan & = 1 b) Iterasi 1000 dengan & = 2

Gambar 3. Nilai Absolut Bias 81 MKT dan Bayes

Pada Gambar 3 dapat dilihat bahwa nilai absolut bias 57 MKT lebih besar
daripada nilai absolut bias 8; bayes. Nilai absolut bias Sy MKT bergerak turun
pada n = 10 dan n = 20, kemudian nilai absolut bias Sy MKT bergerak di
sekitar nilai 0,5 dengan £ = 1 dan bergerak turun disekitar nilai 1 dengan
& = 2. Sedangkan nilai absolut bias $; Bayes tetap bergerak turun menuju nilai
0 baik dengan £ = 1 maupun dengan & = 2.

b. Mean Square Error (MSE)

1,0000 ——— 15,0000 ——————
s
0,8000 | S=tbtputpp_
% 06000 +—mMm—— % 10,0000 -
Z 04000 - —4=MKTO0,5 2 5000 =+—MKT2
g:é% i =fli=Bayes 0,5 0,0000 == Bayes 2
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
Banyak Data (n) Banyak Data (n)
a) Iterasi 3000 dengan § = 0,5 b) Iterasi 2000 dengan § = 2

Gambar 4. Nilai MSE Metode Kuadrat Terkecil dan Metode Bayes

Perhitungan nilai Mean Square Error (MSE) diperoleh dari penjumlahan
seluruh nilai kuadrat galat dibagi dengan banyaknya data. Sementara nilai galat
diperoleh dari hasil pengurangan atau selisih dari data aktual terhadap data
hasil dugaan.

Pada Gambar 4 dapat terlihat bahwa nilai yang dihasilkan oleh Metode
Kuadrat Terkecil dan Metode Bayes berbeda. Pada Gambar 4(a) dapat dilihat
bahwa semakin besar sampel yang diberikan, dengan iterasi 3000 dan £ = 0,5
nilai MSE pada Metode Kuadrat Terkecil berada di sekitar nilai 0, 8 sedangkan
nilai MSE pada Metode Bayes berada di sekitar 0, begitu pula dengan Gambar
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4(b), nilai MSE pada Metode Kuadrat Terkecil berada di sekitar nilai 13,3,
sedangkan nilai MSE pada metode Bayes berada pada sekitar 0 dengan iterasi
2000 dan & = 2.

Dari kedua metode diatas dapat dilihat bahwa pada Metode Bayes meng-
hasilkan nilai MSE lebih kecil dibandingkan dengan Metode Kuadrat Terkecil.
Ini berarti Metode Bayes menghasilkan pendugaan parameter yang lebih baik
daripada Metode Kuadrat Terkecil.

4. Kesimpulan

(1)

Pada percobaan simulasi data menunjukkan bahwa semakin besar ukuran sam-
pel (n) dan semakin besar iterasi (M) yang dilakukan maka nilai Absolut Bias
MKT dan Absolut Bias Bayes akan semakin kecil, namun nilai Absolut Bias
Bayes lebih kecil daripada Absolut Bias MKT baik Absolut Bias 3y maupun
Absolut Bias ;. Sehingga, pada pendugaan paramater model untuk penduga
30 dan 317 pendugaan paramater dengan menggunakan Bayes lebih efisien dan
stabil dibandingkan dengan penduga MKT.

Dari percobaan simulasi data juga menunjukkan bahwa semakin besar ukuran
sampel (n) dan semakin besar iterasi (M) yang dilakukan maka nilai MSE
MKT dan MSE Bayes juga akan semakin kecil, namun nilai MSE Bayes jauh
lebih kecil daripada nilai MSE Bayes, sehingga pendugaan parameter dengan
menggunakan metode Bayes lebih baik daripada metode MKT.
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