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Abstrak. Misalkan G = (V, E) graf terhubung dan ¢ suatu k-pewarnaan sejati dari
G. Kelas warna pada G dinotasikan dengan S;, merupakan himpunan titik-titik yang
berwarna i dengan 1 <4 < k. Misalkan IT = {S1, 52, - - , Sk} merupakan partisi terurut
dari V(G) berdasarkan suatu pewarnaan titik, maka representasi v terhadap II disebut
kode warna dari v dinotasikan dengan cry(v). Kode warna crp (v) dari suatu titik v € V(G)

didefinisikan sebagai vektor-k :

crr(v) = (d(v, S1),d(v,S2),- -+ ,d(v,Sk))

dimana d(v, S;) = min{d(v, z|z € S;)} untuk 1 < ¢ < k. Jika setiap titik yang berbeda
di G memiliki kode warna yang berbeda untuk suatu II, maka ¢ disebut pewarnaan
lokasi dari G. Minimum dari banyaknya warna yang digunakan pada pewarnaan lokasi
dari graf G disebut bilangan kromatik lokasi dari G' dinotasikan dengan xr (G). Graf
Lobster adalah graf yang diperoleh dengan menambahkan 1 titik anting pada graf ulat
yang berderajat 1. Graf lobster dilambangkan dengan L(m,n,k) untuk m > 1 dan
n > 2, dimana n adalah banyaknya titik di lintasan utama, m adalah banyaknya titik
berjarak 1 dari lintasan utama, k£ adalah banyaknya titik berjarak 2 dari lintasan utama.
Pada tulisan ini akan dibahas bilangan kromatik lokasi pada graf lobster L, 1 dengan

n =2,3,4 dan m = 3.
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1. Pendahuluan

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang menarik untuk
dikaji. Teori graf dapat diaplikasikan ke dalam berbagai bidang. Seiring berkem-
bangnya zaman, teori graf juga berkembang. Pada teori graf, graf-graf baru yang
ditemukan juga banyak keunikan-keunikan yang dapat dibahas de-ngan berbagai
macam operasi. Keunikan teori graf salah satunya terdapat pada kesederhanaan
pokok bahasan yang dipelajarinya, karena dapat disajikan dalam titik (vertex) dan

sisi (edge).

Konsep bilangan kromatik lokasi diperkenalkan pada tahun 2002 oleh Char-
trand, Erwin, Henning, Slater dan Zhang [6], sebagai pengembangan dari dua kon-

sep dalam graf, yaitu pewarnaan titik pada graf dan dimensi partisi graf.
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Pewarnaan lokasi dengan menentukan bilangan kromatik lokasi dari bebe-rapa
kelas graf sebagai berikut. Untuk graf lintasan P,, dengan n > 3 diperoleh x,(P,) =
3. Untuk graf siklus diperoleh dua hasil yaitu untuk n ganjil berlaku x.(C,) = 3
dan untuk n genap berlaku xr(C,) = 4. Selanjutnya, juga diperoleh xr(G) untuk
graf multipartit lengkap dan dua graf bintang. Pada tahun 2003 Chartrand dkk.
[7] membuktikan bahwa bilangan kromatik lokasi untuk graf G dengan orde n yang
memuat graf multipartit lengkap berorde n — 1 sebagai subgraf. Pada tahun 2011
dan 2012, Asmiati telah menentukan bilangan kromatik lokasi untuk kelas graf
pohon, yaitu graf amalgamasi bintang dan kembang api [2,3]. Penentuan bilangan
kromatik lokasi dari suatu graf secara umum merupakan persoalan NP-hard [5].

Pada tahun 2013 Asmiati telah menemukan bilangan kromatik lokasi pada graf
lobster L, 1 untuk m = 2 [1]. Tapi sampai sekarang bilangan kromatik lokasi
pada graf lobster L, 1 untuk m > 3 belum ditemukan. Oleh karena itu, pada
tugas akhir ini akan ditentukan bilangan kromatik lokasi pada graf lobster Ly, m 1
dengan n = 2,3,4 dan m = 3.

2. Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf

Graf G adalah pasangan himpunan V dan E, dituliskan G = (V| E), dimana V
adalah suatu himpunan titik (vertex) yang tidak kosong dan F adalah himpunan
sisi (edge) yang terdiri dari pasangan terurut dari titik-titik berbeda dari V. Mis-
alkan V' = {vy,vs,- -, v,} adalah himpunan titik yang berisi n titik di G dan
E = {ey,ea, -, ey} adalah himpunan sisi yang berisi m sisi di G. secara umum,
untuk menotasikan sisi dapat ditulis dengan v;v; atau v;v;.

Graf Ulat adalah graf yang dibangun dari suatu graf lintasan P, dengan
menambahkan sejumlah titik anting (titik yang berderajat 1) pada setiap titik di
graf lintasan tersebut, dinotasikan C,, ,, dengan m adalah jumlah titik pada graf
lintasan (titik pusat) dan n adalah jumlah titik anting, untuk m > 2 dan n = 1.

V1 VZ V3
&
Vii Vp Vi3 Var Vi Vp Vi1 V3 Va3

Gambar 1. Graf ulat C(3,3)

Misalkan terdapat graf G = (V,E) dengan V(G) himpunan titik dan E(G)
himpunan sisi. Graf lobster adalah graf yang diperoleh dengan menambahkan 1
titik anting pada graf ulat yang berderajat 1. Graf lobster dilambangkan dengan
L(m,n,k) untuk m > 1 dan n > 2, dimana n adalah banyaknya titik di lin-
tasan utama, m adalah banyaknya titik berjarak 1 dari lintasan utama, k adalah
banyaknya titik berjarak 2 dari lintasan utama. Graf lobster L,, ,,, 1 yaitu, graf yang
diperoleh dari n buah lintasan Ps dengan n > 2, yang mana setiap titik tengah dari
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P5 dihubungkan oleh beberapa lintasan.

Vig Vin Vim1 Vo1r Viat Vom1

Gambar 2. Pewarnaan lokasi Graf Lobster Ly m,1

3. Bilangan Kromatik Lokasi

Bilangan kromatik (chromatic number) dari graf G adalah bilangan asli terke-
cil k sedemikian sehingga G mempunyai suatu pewarnaan-k titik sejati. Bilangan
kromatik dari G dinotasikan dengan x(G). Misalkan x(G) = k, ini berarti titik-
titik di G paling kurang diwarnai dengan k warna dan tidak dapat diwarnai dengan
k—1 warna, jika titik-titik di G diwarnai dengan k warna maka tidak ada titik yang
bertetangga mempunyai warna yang sama.

Kelas warna pada GG dinotasikan dengan S;, merupakan himpunan titik-titik
yang berwarna i dengan 1 < ¢ < k. Misalkan II = {S1,S2, -, Sk} merupakan
partisi terurut dari V(G). Berdasarkan suatu pewarnaan titik, maka representasi
v terhadap II disebut kode warna dari v, dinotasikan dengan cr(v). Kode warna
cr(v) dari suatu titik v € V(G) didefinisikan sebagai k-vektor,

cen(v) = (d(v, S1),d(v, S2), -+ ,d(v, Sk))

dimana d(v,S;) = min{d(v,z)|z € S;} untuk 1 < ¢ < k. Jika setiap titik yang
berbeda di G memiliki kode warna yang berbeda untuk suatu II, maka ¢ disebut
pewarnaan lokasi dari G. Minimum dari banyaknya warna yang digunakan pada
pewarnaan lokasi dari graf G disebut bilangan kromatik lokasi dari G dinotasikan
dengan . (G).

Chartrand dkk.(2002) telah memberikan teorema dasar bilangan kromatik lokasi
suatu graf. Teorema tersebut dijelaskan pada teorema-teorema di bawah ini. Defin-
isikan N (v) sebagai himpunan yang berisi semua titik yang menjadi tetangga dari
.

Teorema 3.1. [6] Misal ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung G.
Jika w dan v adalah dua titik pada graf G sedemikian sehingga d(u,w) = d(v,w)
untuk setiap w € V(G) \ {u,v}, maka c¢(u) # c(v). Dalam hal khusus, jika u dan
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v adalah titik-titik yang tidak bertetangga di G sedemikian sehingga N(u) = N(v),
maka c(u) # ¢(v).

Bukti. Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung G dan mis-
alkan II = (Cy,Ca, - -+ ,Cy) adalah partisi dari titik-titik G ke dalam kelas warna
C;. Untuk suatu titik u,v € V(G), andaikan c(u) = c¢(v) sedemikian sehingga
titik u dan v berada dalam kelas warna yang sama, misal C; dari II. Akibatnya,
d(u,C;) = d(v,C;) = 0. Karena d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w € V(G) \ u,v
maka d(u, C;) = d(v, C;) untuk setiap j # 4, 1 < j < k. Akibatnya, cr(u) = cn(v)
sehingga ¢ bukan pewarnaan lokasi. Dengan demikian, cr(u) # crp(v). |

Akibat 3.2. [7] Jika G adalah suatu graf terhubung yang memuat suatu titik yang
bertetangga dengan k daun di G, maka x1,(G) > k + 1.

Bukti. Misalkan v adalah suatu titik yang bertetangga dengan k daun x1, 2o, - - -,
xp di G. Dari Teorema 3.1 setiap pewarnaan lokasi dari G mempunyai warna
berbeda untuk setiap x;, i = 1,2,--- , k. Karena v bertetangga dengan semua x;,
maka v harus mempunyai warna yang berbeda dengan semua daun x;. Akibatnya,
XL(G) >k+1. O

4. Bilangan Kromatik Lokasi Graf Lobster L,, ;1

Pada Teorema 4.1 berikut diperoleh bilangan kromatik lokasi untuk graf Lobster
Ly, m,1 dengan n = 2,3,4 dan m = 3.

Teorema 4.1. Misalkan L, p, 1. adalah graf lobster dengan n = 2,3,4, m = 3 dan
k =1 dengan n adalah banyaknya titik lintasan utama, m adalah banyaknya titik
berjarak 1 dari lintasan utama, dan k adalah banyaknya titik berjarak 2 dari lintasan
utama. Misalkan x1,(Lyn m,1) adalah bilangan kromatik lokasi dari graf lobster, maka

XL(Lnsi1) =4, untuk n=2,3,4.

Bukti. Misalkan ¢ adalah pewarnaan lokasi dan IT = {S1, So, S3, S4} adalah partisi
titik-titik pada graf L, 3.1 dengan S; menyatakan kelas warna ke-i untuk 1 <7 < 4.
Akan ditentukan bilangan kromatik lokasi dari graf Ly 3 1.

Pandang tiga kasus sebagai berikut.

(1) Akan ditentukan x,(Ly 31) =4 untuk n = 2.
Akan ditunjukkan xp(L2s1) < 4. Akan dilihat kode warna setiap titik di
Lo, berbeda terhadap II. Definisikan kelas warna sebagai berikut II =
{51, Sg, 53, 54} dengan
S = {Ul,114,117,1121,1122,11121711131}
Sy = {02,0117012,1122170231}
Ss = {v13, va3, V211 }
Sy = {0111}~
Diperoleh kode warna setiap titik di Lo 31 terhadap IT = {S1, 52,53, S4}
sebagai berikut,
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Vour Vo Von

Gambar 3. Pewarnaan lokasi dari Graf Lobster L2 3,1

d(v1,51)
d(vy,v1)
0,1,1,2)

d(va, S1),d(ve, S2),d(ve, S3), d(va, S4)),
d(va,v21), d(v2,v2), d(va, v23), d(v2, v111)),
1,0,1,3),

’ (’Ula S2)7 d(vh 53)7 d(vh 54))7

yd(vy,v11), d(v1,v13), d(v1,v111)),

cr(v1) =

)

(
= (
= (
crn(v2) = (
= (
= (1,

Selanjutnya, diperoleh juga

(Ull) (]. 0,2, 1), CH<'022) (0 1 2 4), CH(’U131) = (0,3, 1,4),
(’Ulg) (]. 0,2,3), CH(’UQg) (2,1,0 4), CH(’U211) = (1,2,0,5),
(1)13) (]. 2,0,3), CH(vlll) (2,1,3 0), CH(’U221) = (1,0,3,5),
CH(Ugl) (0, 1, 1 4), CH(U121) (0, 1, 3 4), CH(U231) (3, 0, 1, 5)

Dari kode warna diatas, diperoleh kode warna setiap titik di L 51 terhadap II
berbeda. Jadi haruslah xr(L231) < 4.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa xp(Las1) > 4. Andaikan titik-titik
pada graf L, 3, diberikan 3-pewarnaan titik maka akan terdapat 2 titik yang
mempunyai kode warna yang sama, yaitu berdasarkan Gambar 4 diperoleh
er(v1) = (0,1,1) = cr(va1), maka haruslah graf Ly 51 mempunyai 4-pewarnaan
titik. Akibatnya xr,(L2,3,1) > 4.

Jadi, dapat disimpulkan bahwa bilangan kromatik lokasi dari graf L 31 = 4.
(2) Akan ditentukan xr,(Ly 31) =4 untuk n = 3.

Akan ditunjukkan xr,(Ls31) < 4.

Akan dilihat kode warna setiap titik di L3 31 berbeda terhadap II. Definisikan

kelas warna sebagai berikut IT = {57, S2, 53,54} dengan

S = {Ul,U4,U7,U21,1122,1133711121,1/131,11311}

Sy = {02,U117012,U31, V32, V221, ?1231}

S3 = {v3,v13, V23, V211, V321, U331 }
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Vour Vo Von

Gambar 4. Pewarnaan lokasi dari Graf Lobster L2 3,1

Sy = {0111}-
Diperoleh kode warna setiap titik di L33, terhadap II = {S1, 52,53, S4}
sebagai berikut,

Vouu  Vou o Vo

Viin  Vir o Vi Vair Vi 331

Gambar 5. Pewarnaan lokasi dari Graf Lobster L3 3,1

crr(vy) = (d(vy,S1),d(vy, S2),d(v1,S3),d(v1, 54)),
(d(vhvl),d(UhUu),d(U17U13)7d(0170111)),
=(0,1,1,2),
err(v2) = (d(va, S1),d(ve, S2), d(ve, S3), d(va, S4)),
= (d(v2,v21), d(v2,v2), d(va, v23), d(v2, v111)),
=(1,0,1,3),
cr(vs) = (d(vs, S1),d(vs, Sa), d(vs, Ss3), d(vs, S4)),
= (d(vs,v33),d(v3,v31),d(v3, v3), d(v3, v111)),
=(1,1,0,4),

Selanjutnya, diperoleh juga
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C]‘[(’Uu) = (1,0,2,1), CH(’U31) (1 0,1,5)7 CH(UQH) (1,2,0 5),
C]‘[(’U12) = (1,0,2,3), C]‘[(’U32) (2,0,1,5), CH(Uggl) (1 0 3 5),
CH(’U13) = (1, 2, 0,3), CH(’U33) (0 2, 1, 5), CH(U231) (3 O 1, 5),
CH(’U21) = (0,1,1,4), CH(U111) (2,1,3,0), CH(U311) (0,1,2,6),
CH(’L)22) = (0, 1, 2, 4), Cn(vlgl) (O, 1, 3 4), CH(U321) (3, 1, 0 6),
CH(’Ugg) = (2, 1,0,4), CH(U131) ( 3, 1,4), CH(U331) (1 3 0 6)

Dari kode warna diatas, diperoleh kode warna setiap titik di L3 31 terhadap II
berbeda. Jadi haruslah x7(Ls31) < 4.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa xr (L3 3,1) > 4. Andaikan titik-titik pada
graf Lz 3 diberikan 3-pewarnaan titik maka akan terdapat 2 titik yang mem-
punyai kode warna yang sama, yaitu berdasarkan Gambar 6 diperoleh cpj(vy) =
(0,1,1) = cn(v21), maka haruslah graf L3 s; mempunyai 4-pewarnaan titik.
Akibatnya XL(LS,S,I) Z 4.

Jadi, dapat disimpulkan bahwa bilangan kromatik lokasi dari graf Lz 31 = 4.

Vig Vi Vi Vair Vi Vaa1

Gambar 6. Pewarnaan lokasi dari Graf Lobster L3 3,1

(3) Akan ditentukan x,(Ly 31) =4 untuk n = 4.
Akan ditunjukkan xr(L431) < 4.
Akan dilihat kode warna setiap titik di L4 31 berbeda terhadap II. Definisikan
kelas warna sebagai berikut IT = {57, S2, 53,54} dengan
S1 = {'Uh V4, V7, V21, V22, V33, V121, V131, U311,U4217U431}
Sy = {02,111171)12,1131, V32, V43, V221, V231, U411}
S3 = {US,U137023,U41, V42, V211, U3217U331}
Sy = {0111}
Diperoleh kode warna setiap titik di L4341 terhadap II = {S1, 52,53, S4}
sebagai berikut,
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Gambar 7.

Pewarnaan lokasi dari Graf Lobster Ly 3,1

,d(v3, S2),d(v3, S3),d(v3, S)),

vs,v33), d(v3,v31), d(v3, v3), d(vs, v111)),

d(U47S1), d(vs, S2),d(vs, S3), d(vs, S4)),
= (d(va,v4), d(va,v43), d(va,v41), d(va, v111)),
O’ 17 175)7

N N N N N N~ N N N~
U
—_~ =~ >
<
w
=
~

Selanjutnya, diperoleh juga

cr(vin) =
cri(vig) =
cH(v13)
H(U21)
H(U22)
(v23) =
(v31) =

QO O O

T1\V23
(V31

cn (032) =

(1 0,2,1) C]‘[(U33) = (0,2, 1,5), CH(’U221) = (1,0,3,5),
1 0,2,3), C]‘[(U41) = (1, 1,0,6), CH(’U231) = (3,0, 1,5),
1 2,0,3), C]‘[(U42) = (1,2,0,6), CH(’U311) = (0, 1,2,6),

) (U43) = (1’07276)7 CH(UBQI) = (3’ 1a076)7
4), CH(Ulu) = (2, 1,3,0), CH(U331) = (1,3,0,6),

2, 1,0,4), CH(U121) = (0, 1,3,4), CH(U411) = (2,0, 1,7),
1 0, 1,5), CH(U131) = (0,3, 1,4), CH(U421) = (0,3, 1,7),

(2,0, 1,5), CH(U211) = (1,2,0,5), CH(U431) = (0, 1,3,7)
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Dari kode warna diatas, diperoleh kode warna setiap titik di L4 3,1 terhadap II
berbeda. Jadi haruslah xr(Ls31) < 4.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa xr,(L43,1) > 4. Andaikan titik-titik pada
graf L4 3 diberikan 3-pewarnaan titik maka akan terdapat 2 titik yang mem-
punyai kode warna yang sama, yaitu berdasarkan Gambar 3 diperoleh cry(vy) =
(0,1,1) = en(ve1), maka haruslah graf Ly 3; mempunyai 4-pewarnaan titik.
Akibatnya XL(L4,3,1) Z 4.
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Jadi, dapat disimpulkan bahwa bilangan kromatik lokasi dari graf L4 3, = 4.

Vouu  Vau Vom

Vin Vir Vin Vair Vi Vst

Gambar 8. Pewarnaan lokasi dari Graf Lobster L4 3,1

5. Kesimpulan

Pada tugas akhir ini telah dikaji kembali tentang penentuan bilangan kromatik
lokasi pada graf lobster L, ,, i. graf lobster dengan n = 2,3,4, m =3 dan k =1
dengan n adalah banyaknya titik lintasan utama, m adalah banyaknya titik berjarak
1 dari lintasan utama, dan k adalah banyaknya titik berjarak 2 dari lintasan utama,
maka

Xr(Ln31) =4, untuk n = 2,3,4.
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