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Abstract. We obtained some fundamental properties for k-strictly pseudononspread-
ing mappings in Hilbert space. Furthermore, we studied the approximation of common
fixed points of k-strictly pseudononspreading mappings and nonexpansive mappings in
a Hilbert space using the iterative scheme.

Kata Kunci: Fixed point, Hilbert space, Banach Space, nonexpansive mappings, non-
spreading mappings.

1. Pendahuluan

Misalkan X adalah suatu himpunan tak kosong dan T : X — X. Titik z € X
dinamakan suatu titik tetap dari T jika berlaku T'(x) = 2. Himpunan semua titik
tetap dari T dinotasikan dengan F'(T).

Pada ruang Hilbert dapat didefinisikan beberapa jenis pemetaan, seperti
pemetaan nonexpansive dan pemetaan nonspreading. Titik tetap dari pemetaan
tertentu pada ruang Hilbert tidak mudah untuk ditentukan secara langsung. Oleh
karena itu, diperlukan prosedur iterasi sehingga titik tetap sesungguhnya dapat
dihampiri. Nilai hampiran ini dinamakan aproksimasi titik tetap.

Dalam tulisan ini penulis akan mengkaji kembali paper [5] yang membahas ten-
tang aproksimasi titik tetap dari pemetaan k pseudononspreading sejati S : C' — C
dan pemetaan nonexpansive T : C' — C dalam ruang Hilbert dengan menggunakan
iterasi sebagai berikut:

xr1 € C,

Selanjutnya iterasi di atas akan dipandang sebagai suatu barisan (x,) di C.

(1.1)

1.1. Norm dan Hastil Kalt Dalam

Definisi 1.1. [4] Suatu fungsi ||-|| dari suatu ruang vektor X ke R dikatakan suatu
norm jika memenuhi kondisi berikut:
(N1) ||z|| = 0 jika dan hanya jika © =0,
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(N2) ||az|| = |a|||z||, untuk setiap x € X dan o € R,
(N3) [l +yll < ll=ll + llyll, untuk setiap x,y € X.

Pasangan (X, |.||) dinamakan ruang norm.

Definisi 1.2. [4{] Misalkan X adalah suatu ruang vektor kompleks. Suatu fungsi
(,,.): X x X = C dinamakan hasil kali dalam di X jika untuk sebarang x,y,z € X
dan «a, 8 € C, berlaku:

(H1) (z,z) > 0, dan (z,z) = 0 jika dan hanya jika x =0,

(H2) {2,y + 2) = (,y) + (z,2),

(H3) (o, y) = oz, y),

(H4) (z,y) = (y,z) (tanda bar menunjukkan konjugat kompleks).

Pasangan (X, (., .)) dinamakan ruang hasil kali dalam (ruang pre-Hilbert).

Definisi 1.3. [4] Suatu barisan dari vektor-vektor (x,) dalam ruang norm X
dikatakan Cauchy jika imy, n—oo ||Zm — @l = 0, yaitu untuk setiap € > 0, ada
suatu M(€) € N sedemikian sehingga ||z, — 5| < €, untuk setiap m,n > M(e).
Suatu ruang hasil kali dalam lengkap, yakni bilamana memenuhi definisi ru-
ang hasil kali dalam dan setiap barisan Cauchy di X konvergen ke suatu elemen

di X, dinamakan ruang Hilbert, sedangkan ruang bernorm lengkap dinamakan
dinamakan ruang Banach.

1.2. Pemetaan nonexpansive dan nonspreading

Misalkan H adalah suatu ruang Hilbert riil dan C' adalah subhimpunan konveks
tertutup yang tak kosong dari H. Pemetaan T : C' — C' dikatakan nonexpansive
apabila memenuhi

[Tz =Tyl < [lo —yl|,Vz, y €C. (1.2)
Pemetaan T : C' — C' dikatakan nonspreading jika memenuhi
2 Tw = Ty|]* < | Tz — y|* + lo = Ty|*,¥a, y € C. (1.3)
Berdasarkan terminologi Browdwer-Petryshyn [5], T : C — H dikatakan k
pseudononspreading sejati jika ada k € [0, 1), sedemikian sehingga

Tz = Ty|* < ||z — yl* + 2(x — T2,y = Ty) + kl|lz — Tx — (y — Ty)||*,Va, y €C.

(1.4)
Dengan demikian jelas bahwa setiap pemetaan nonspreading merupakan pemetaan
k pseudononspreading sejati.

Definisi 1.4. [5 Misalkan E adalah suatu ruang Banach riil. Suatu pemetaan
T dengan domain D(T) dan range R(T) di E disebut demiclosed di suatu titik
p € D(T) jika setiap (x,) yang merupakan barisan di D(T) konvergen lemah ke
suatu titik x € D(T) dan (Tx,) konvergen kuat ke p, maka Tx = p.

Lema 1.5. [6] Misalkan H suatu ruang Hilbert riil, dengan demikian untuk setiap
z,y,z,w € H berlaku hubungan berikut
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(1) fltw + (1= ) = ) + (1 = O}yl = ¢(1 = O} — 9>, dengan t € [0,1],
(@) 2o =y, 2 —w) = o=l + ly = I =l = =I" =}y — ]

Lema 1.6. [5] Misalkan C suatu subhimpunan konveks tertutup dari H. Pemetaan
S : C — C adalah pemetaan k pseudononspreading sejati jika dan hanya jika untuk
setiap x,y € C, berlaku

2| Sz — Sy|* < [[Sz — y||* + ]z — Sy|” + k|| (1 = )z — (1 = S)y||*. (1.5)

Lema 1.7. [5] Misalkan C adalah suatu subhimpunan konveks tertutup dan tak
kosong dari H, S : C — C suatu pemetaan k pseudononspreading sejati, dan A =
I — S, sehingga untuk setiap x,y € C diperoleh

(2 — k)| Az — Ay||* < 2(x — y, Ax — Ay) + || Az|* + || Ay|* (1.6)

Lema 1.8. [5] Misalkan C subhimpunan konveks tertutup yang tak kosong dari
suatu ruang Hilbert H dan S : C — C' adalah suatu pemetaan k pseudononspreading
sejati, maka I — S demiclosed di 0.

2. Kekonvergenan Barisan di Ruang Hilbert pada Pemetaan
Tipe-nonspreading dan nonexpansive

2.1. Teorema Utama

Teorema 2.1. [5] Misalkan C adalah subhimpunan konveks tertutup tak kosong
dari suatu ruang Hilbert riil H, S : C — C adalah suatu pemetaan k pseudonon-
spreading sejati, dan T : C — C adalah suatu pemetaan nonexpansive sedemikian
sehingga F(S) N F(T) # (0. Misalkan (a,), (Br), (7n) adalah barisan-barisan dalam
selang [0,1] sedemikian sehingga B, € (k,1]. Definisi barisan (x,) adalah sebagai
berikut:

x1 € C,

(2.1)
Tnt1 = (1 - Oén)(ﬂnl'n + (1 - 5n)SIn) + O‘n(’Ynxn + (1 - 'Yn)Txn)a

untuk setiap n € N,

(T1) Jika liminf, oo (B — n) > 0,207 an(l — ) < 00, dan 1+ k <
(2 — an)Bn + anyn, maka (x,) konvergen lemah ke q € F(S).

(T2) Jika Bn > Yoy poney(l = Bn) < 00,28, — 1 — an(By — vn) > 0, dan
liminf, oo @n(Bn — ) (260 — 1 — an(Brn — vn)) > 0, maka (x,,) konvergen
lemah ke g € F(T).

(T3) Jika liminf,, o ay > 0,liminf,, o0 (1 — ) > 0,liminf,, (1 — B,) > 0,
dan liminf,, oo yn (1 —7n) > 0, maka (x,) konvergen lemah ke ¢ € F(S)N
F(T).

Bukti. Misalkan U,, = 8,1 + (1 — 8,)S dan V,, = y,I + (1 — v,)T. Pertama-
tama akan ditunjukkan bahwa barisan (z,,) terbatas. Berdasarkan Lema 1.5(1) dan
karena S adalah suatu pemetaan k pseudononspreading sejati, maka untuk setiap
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x,y € C diperoleh
[Unz = Unyll? = |Bu(z — y) + (1 = Ba)(Sz — Sy)|?
< Ballz = yl* + (1 = Ba) (e — yl* +2(x — Sz, y — Sy)
+kllz = Sz — (y = SY)lI*) = Ba(1 = Ba) |z = Sz — (y — Sy)|?
<lz = yl? +2(1 = Bp)(z — Sz, y — Sy).

Karena U,, = 8,1 + (1 — 3,)S maka (1 — 5,,)Sy = U,y — B,y untuk setiap y € C,
sehingga diperoleh

|Unz — Upyll?® < ||z —y||* 4+ 2(x — Sz, y — Upy). (2.2)
Misalkan p € F(S) N F(T), dengan demikian p = Sp sehingga
Unp = Bnp + (1 - ﬂn)sp =D (23)
Dari persamaan (2.2) dan persamaan (2.3), diperoleh
[Unzy = plI* = [Un@n = Unp|)? < [|lzn — pl|*.
Karena T merupakan pemetaan nonezrpansive dan F(T) # (), maka untuk setiap
p € F(S)N F(T) diperoleh
IVazn — pll = [[ynen + (1 =) T2, — p|
< n(@n =PI+ (1 = 70) (T2 — )|
< lzn —pl|- (2.4)
Dari persamaan (2.2) — persamaan (2.4), untuk setiap n € N diperoleh
|Zn+1 — p||2 = (1 — an)Unzn + an Vo, *sz
< (1= an)|Unzy — pH2 + an[|Vazn — p||2
< [lzn — plI*. (2.5)

Dengan demikian (||x,, — p||) bukan barisan naik, mengakibatkan lim,, . ||z, — ||
ada dan karena itu (z,) terbatas. Misalkan

Jim [y, —pl| = e (2.6)
Untuk membuktikan (7'1), misalkan
Znt1 = (1 — an)Upxn + an(ynzn + (L — 75)Szy), (2.7)
dan A =1 — S, maka

”anrl - ZnJrlH = O‘n||7nxn + (1 - ’Yn)Txn — Ynn — (1 - 'Yn)anH

= an(l - PYn)HTIn - anH (2.8)
Karena Y 07, an(1 — v,) < oo maka dari [2,7], >°>° | a, (1 — 7,) konvergen dan
lim,, 00 @ (1 — 7)) = 0. Oleh karena itu lim, o ||, — 2, || = 0 dan diperoleh

Jim [z, —p[ = lim [z, —p] = c. (2.9)

Karena U,, = 8,1 + (1 — 5,)S, diperoleh
U,xn — Sxy = BrAx, dan Uy, — 2, — (1 — B,) Az,
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Dari Lema 1.7, Lema 1.8, Ap = 0, dan persamaan di atas, maka diperoleh

|2n+1 _pH2 = (1 = an)UnZp + an(Vn@n + (1 = 72)Swp) — pH2

<|lzn _p||2 —an(Bn — ¥ ){(1 = k) = 2(1 = Bn) — an(Bn — 'Vn)}”Axn”2
Oleh karena itu,
an (B = 1) {(1 = k) =2(1 = B1) = (B = 1)} Azp||* < |20 = p)|* = |2041 — pI*.
(2.10)

Karena liminf, 0 an (B — v0) > 0 dan (1 — k — 2(1 — 8,) — an(Bn — va)) > 0,
akibatnya

lim ||z, — Sz,|| = lim ||Az,| =0. (2.11)
n—oo n— oo
Karena (z,) barisan terbatas, maka ada suatu subbarisan (z,,) C (z,) sedemikian
sehingga (x,,) konvergen lemah ke ¢. Dari Lema 1.8 diperoleh ¢ € F(S). Untuk
menunjukkan kesimpulan perlu ditunjukkan bahwa untuk subbarisan lain (z,,) C
(75,), sedemikian sehingga jika (7,,) konvergen lemah ke v € F(S), maka ¢ = v.

Sebelum membuktikan ini terlebih dahulu akan dibuktikan bahwa untuk sebarang
z € F(S),lim, o ||z, — z|| ada. Perhatikan bahwa

Unz=Bnz+ (1—6,)Sz =z, (2.12)
dan untuk setiap z € F(S) diperoleh
NUnzn — 2||* = |Untn — Unz||? < ||z — 2|2 (2.13)
Dengan demikian

lzns1 — 2l = [|(1 = an)Unzn + n(YnZn + (1 — vn)Szp) — 2||
<|lzn — 2l + lzn — 2ull + an (1 — ¥[S0 — 2| (2.14)

Karena 7 | ay,(1—75) < 00, limy, o0 |2, — 25| = 0, dan dari [3] limy, o0 || 2, — 2|
ada, mengakibatkan lim,,_, ||z, — z|| juga ada. Misalkan ¢ # v, dari [3] diperoleh

lim |z, —gl| = lm [Jzn, —ql| < lim ||z, —v]|
n—oo 1— 00 1— 00
= lim ||z, —v|| = lim |z, — ||
n—00 j—o0
< lim |z, —q| = lim [z, —ql], (2.15)
j—ro0 n—00

yang merupakan suatu kontradiksi. Oleh karena itu mestilah ¢ = v dan (z,) kon-
vergen lemah ke ¢ € F(S).
Untuk membuktikan (7'2), misalkan

Znt1 = (1 — an)(Bnzn + (1 — Bn)Tzy) + Vi, (2.16)
maka diperoleh
[Zn+1 = 21|l < (1= Bp)[|Szn — T2y (2.17)

Karena > °2 (1 — 3,) < oo, maka lim, (1 — 8,) = 0. Oleh karena itu
lim, o0 ||Zne1 — Zn+1]| = 0. Karena (z,,) adalah barisan terbatas, maka (z,) juga
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terbatas. Misalkan B = I — T dan untuk setiap p € F'(S) N F(T), maka Bp = 0
sehingga
| znt1 _p||2 = [|(1 — o) (Bnzn + (1 = Bp)Txn) + a0 Vyn — pH2

Karena T pemetaan nonexpansive, Tp = p, dan —Bx,, = Tx, — ©,, dengan
demikian diperoleh

zn41 = plI* < llzn = plI* = 2008 = Yu) (20 — . Bry — Bp) + 20, (1 — Bn)
(Bn = 7n){Ban, Ban) + a5 (B = ¥n)* | Bzal|*.
dari [5] dengan B = I — T adalah 1/2 invers monoton kuat, maka diperoleh
|zn41 = pl1* < |20 = plI* = @n(Bn = 7) | Ben — Bpl|* + 200 (1 = Bn)
(Br = Yl Baal® + 07 (Bn = )| Bzs
= |z = plI* = @n(Bn — ¥u){1 = 2(1 = Bn) — @n(Bn — ) }| Bnl|*.
(2.18)

Dengan demikian untuk p € F(S) N F(T'), berlaku

an (Bn =) {1 =2(1=Bp) = an (B =) HIBaall? < llen—pl? = 1201 —p[?. (2.19)
Dengan menjumlahkan persamaan (2.19) dari n = 1 hingga N, diperoleh
SR 10 (B = 1) (280 — 1 = an (B — )| Ben|?

< Zli{llen = pl* = llzas1 — plI*}

< llzy = plI? + 235 w4 = pl* = llznr1 —pl1?}

< e = ol + 5 (121 = pll + za41 = pID 2041 = znsa |

< flr = plI* + 235 1 = Ba) (2w = pll + 12041 — pID ISz — Tl

<l = pl* + MET (L = Ba), (2.20)

dengan M = sup, e n{([|zn+1 — Pl + [[za+1 — pID)[Sz0 — Tn ||}
Misalkan N — oo, dan karena 322 (1 — ,,) < oo, diperoleh

50210 (Bn =) (280 — 1= an (B — )| Bxn |1 < [l —pl* + MEZ, (1-5,) < 0.
(2.21)
Dari [7], jika a,, > 0, (B — vs) > 0, dan 28, — 1 — @, (8, — vn) > 0, maka

hmn%oo an(ﬁn - 7n)(2ﬁn - 1 - an(ﬁn - ’Yn)) > 0 dan Zzozlan(ﬁn - 771)(2577, - 1 -
an(Brn — Yn)) = 0. Oleh karena itu diperoleh

liminf ||z, — Tz, | = liminf || Bz,| = 0. (2.22)
n—oo n—oo
Karena T merupakan pemetaan nonexpansive, dari [7] diperoleh

HTanrl - xn+1|| = ||T$n+1 - (1 — an)Upxy — anann”

<|Tzn — 2ol + (1 = Bo)(ISzn — 2ol + [|[T2n — Sz0l]) (2.23)

Karena > 2 (1 — B,) < oo, dari [3] maka limit dari (||Tz,, — z,||) ada, dan dari
persamaan (2.22) diperoleh

lim | Tz, — z,|| = 0. (2.24)

n— oo
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Karena (z,) adalah barisan terbatas, maka ada suatu subbarisan (z,,) C (x,)
sedemikian sehingga (x,,) konvergen lemah ke ¢. Suatu pemetaan nonexpansive
T merupakan demiclosed dengan q € F(T'). Berdasarkan bukti bagian (T'1), (z,)
konvergen lemah ke ¢ € F(T).

(T'3). Dari persamaan (2.5) dan persamaan (2.6), untuk sebarang p € F(S) N
F(T) diperoleh

0 < flan —pl* = [lzns1 —pl? = & = =0, (2.25)

Karena n — oo, pertama akan ditunjukkan bahwa (z,) konvergen lemah untuk
beberapa titik di F(S). Dari persamaan (2.2) — persamaan (2.4) diperoleh

zns1 = plI* < (1= @n)lUnzn = plI* + an|lzn — p|I?
< [|lzn = pll*. (2.26)
Oleh karena itu diperoleh
0 < flzn = plI* = (1 = an)lUnzn — plI* = anllzn — p?
= (L= an)(lzn = plI* = 1Bnzn + (1 = Bn) Sz — plI)
< llan = pl* = lznsr — > (2.27)

Karena liminf, (1 — ay,) > 0, dari persamaan (2.25) dan persamaan (2.27)
diperoleh

Jim (= pl* = 1Bun + (1 = Ba)Szn = p|*) = 0. (2:28)
Dari Lema 1.5(1) diperoleh
|Bran + (1 = Bn)San _pH2 = [|Bnlzn = p) + (1 = By)(Szy _p)||2

= BullTn — p”2 + (1= Bn)[|Szy —p)||2 — Bn(1 = Ba)llzn — S$n||2~ (2.29)

Karena S adalah suatu pemetaan k pseudononspreading sejati, p € F(S), dan dari
persamaan (1.4) diperoleh

ﬁn(l_ﬁn)uxn_sanQ < Hxn—p||2+k:(l—ﬁn)Hxn—anHQ—||ann+(1—ﬁn)5$n—p||2.
(2.30)
Dengan demikian berlaku

(1= Bn)(Bn = B)llzn — Szall® < 0 — plI* = [|Bnn + (1 = Bn)Sxn — pl*. (2.31)
Karena liminf,, (1 — 8,) > 0, dari persamaan (2.28) diperoleh

lim |z, — Sz,|* = 0. (2.32)

n—oo

Sebagaimana pada pembuktian (7'1), dari Lema 1.8 jika (z,,) konvergen lemah ke
v, maka v € F(S). Akan ditunjukkan bahwa v € F(T). Dari persamaan (2.2) —
persamaan (2.4), untuk p € F(S) N F(T), maka

[2n1 = plI* < (1= an)llzn = pl* + anllymen + (1 = y0)Tzn — pl?
< Jlzn — pll*. (2.33)
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Oleh karena itu diperoleh
0 < |2 —p||2 — (1= an)lzn _pH2 = apllYn@n + (1 = y0) T2y _pH2
= an(||lzn = plI* = s + (1 = )Ty — p)?)
< lzn = plI? = #ngr — pl*. (2.34)
Karena liminf,, o, o, > 0, dari persamaan (2.25) diperoleh
lim ([|lzn = pl* = [nen + (1 = 70) Ty — p[|?) = 0. (2.35)
n— oo
Karena T merupakan pemetaan nonexpansive dan p = T'p, maka

”'Ynxn + (1 —Yn) Ty — pH2 = |lvn(zn —p) + (1 = v) (T — p)||2

<wn = pl* = (1 = va) |20 — Tan|*. (2.36)
Karena liminf,, o 7, (1 — 7,) > 0, dari persamaan (2.35) diperoleh

lim ||z, — Tz,|> = 0. (2.37)

n—oo

Karena (z,,) konvergen lemah ke ¢, maka ¢ € F/(T). Misalkan (z,,) merupakan
subbarisan lain dari (z,) sedemikian sehingga (z,;) konvergen lemah ke v. Oleh
karena itu diperoleh ¢ = v. Sebaliknya, jika ¢ # v diperoleh

lim [z, —gl| = lim [[z,, — ]|
n— oo 1—> 00
< lim ||zp, —v|| = lm [z, —v| = lim [z, — v
i—00 n—00 j—o0
< lim [[z,, — ¢l = lim |z, —q|. (2.38)
j—roo n—00

Hal ini merupakan suatu kontradiksi, maka dari itu mestilah ¢ = v. Oleh karena itu
dapat disimpulkan bahwa (z,,) konvergen lemah ke ¢ € F(S) N F(T). O

2.2. Beberapa Akibat Teorema Utama

Untuk pemetaan nonspreading S, misalkan k = 0, sehingga diperoleh

Akibat 2.2. [5] Misalkan C' subhimpunan konveks tertutup yang tak kosong dari
suatu ruang Hilbert H, S : C — C adalah suatu pemetaan nonspreading, dan

T : C — C adalah pemetaan nonexpansive sedemikian sehingga F(S) N F(T) # 0.
Definisi barisan (x,,) adalah sebagai berikut:

T € C,
$n+1 = (1 - an)(ﬁnxn + (1 - Bn)smn) + an(%xn + (1 - ’Yn)Tﬂﬁn)7
untuk setiap n € N, dengan (o), (Bn), (7n) adalah barisan dalam selang [0, 1].

(2.39)

(1) Jika liminf,, oo an(Bn — 1) > 0,2 peq an(l —9,) < o0, dan 1 < (2 —
an) B + anYn, maka (x,) konvergen lemah ke q € F(S).

(2) Jika B > YnyDopeq(1 = Bn) < 00,28, — 1 — ap(Bn — ) > 0, dan
liminf, oo @n(Bn — ¥0)(28n — 1 — @n(Bn — vn)) > 0, maka (x,) konvergen
lemah ke g € F(T).
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(3) Jika liminf,, o o, > 0,liminf, ;o (1 — ay,) > 0,liminf,, (1 — 5,) > 0,
dan lminf,, o ¥, (1 —v,) > 0, maka (x,) konvergen lemah ke g € F(S)N
F(T).

Akibat 2.3. [5] Misalkan C suatu subhimpunan konveks tertutup yang tak kosong
dari ruang Hilbert H dan S : C — C suatu pemetaan nonspreading sedemikian
sehingga F(S) # 0. Definisi barisan (z,,) adalah sebagai berikut:

x1 € C,

! (2.40)

Tnt1 = QpZp + (1 — ap) Sz,
untuk setiap n € N, dengan (ay,) adalah barisan dalam selang [0, 1].
Jika liminf,,_, o o, > 0, maka (z,,) konvergen lemah ke q € F(S).

Bukti. Dengan memisalkan S5, = 0,7, = 1 untuk n € N pada Teorema 2.1, maka
diperoleh akibat di atas. O

Akibat 2.4. [5] Misalkan C merupakan subhimpunan konveks tertutup yang tak

kosong dari suatu ruang Hilbert H dan T : C' — C merupakan pemetaan nonexpan-

swe sedemikian sehingga F(T) # (0. Definisi barisan (x,,) adalah sebagai berikut:
xr1 € C,

(2.41)
Tnt1 = (1 —ap)zy + anTa,,

untuk setiap n € N, dengan (o) adalah barisan dalam selang [0,1]. Jika > 7 | o, =
00, maka (xy,) konvergen lemah ke ¢ € F(T).

Bukti. Dengan memisalkan 5, = 1,7, = 0 untuk n € N pada Teorema 2.1, maka
diperoleh akibat tersebut di atas. O
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