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Abstrak. Isometri adalah suatu transformasi linier dari ruang hasilkali dalam ke ruang
hasilkali dalam yang memenuhi beberapa aksioma. Operator linier pada ruang hasilkali
dalam V ke V' yang memenuhi <T(v),w> = <v,T(w)>,Vv,w € V, disebut operator
self adjoint. Operator simetris adalah operator linier yang bernilai riil. Operator self
adjoint merupakan konsep pendukung dari teorema spektral. Tulisan ini membahas sifat
transformasi linier isometri, operator simetris, dan teorema spektral.

Kata Kunci: Isometri, Self Adjoint, Spektral

1. Pendahuluan

Transformasi linier merupakan suatu pemetaan yang memetakan suatu ruang vek-
tor ke ruang vektor lainnya dan memenuhi beberapa aksioma terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian skalar. Ruang hasilkali dalam merupakan suatu ruang
vektor yang dilengkapi dengan suatu hasilkali dalam.

Isometri merupakan suatu transformasi linier dari ruang hasilkali dalam ke ruang
hasilkali dalam yang memenuhi beberapa aksioma. Transformasi linier dari ruang
hasilkali dalam ke dirinya diri sendiri, disebut operator linier pada ruang hasilkali
dalam. Operator linier pada ruang hasilkali dalam yang memenuhi aksioma ter-
tentu, disebut operator self adjoint. Operator self adjoint yang bernilai riil, disebut
operator simetris. Operator self adjoint merupakan suatu konsep pendukung untuk
teorema spektral. Tulisan ini membahas sifat transformasi linier isometri, operator
simetris, dan teorema spektral.

2. Landasan Teori

2.1. Ruang Vektor

Definisi 2.1. [3] Suatu ruang vektor V atas lapangan F adalah suatu himpunan
V', dimana semua elemen-elemennya disebut vektor, yang memuat 0 dan dilengkapi
dengan operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar, sehingga memenuhi
syarat-syarat berikut:
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(a) Untuk semua u,v,w €V berlaku:
(i) u+veV,
(ii) 0+ v=w,
(#ii) u+v=v+ u,
(iv) u+ (v+ w) = (u+ v) + w,
(b) Untuk semua w,v €V dan r,s € F berlaku:

(i) rveV,
(ii) 1lv=wv,
(iii) Ov = 0,

(i) r(u+ v) =ru+ro,

(v) (r+s)v=rv+ sv,

(vi) (rs)v=r(sv).
Definisi 2.2. [3] Suatu subruang dari ruang vektor V adalah suatu himpunan
bagian U C V' yang mempunyai operasi yang sama dengan V juga membentuk
ruang vektor.

Lema 2.3. [3] Himpunan tak kosong U C'V dari ruang vektor V adalah subruang
dari V' jika dan hanya jika :

(a) Setiap uy, uy € U berlaku u; + uy € U,
(b) Setiap w e U dan k € F berlaku ku e U.

Definisi 2.4. [3] Himpunan vektor-vektor {vy, va,- - ,v,} di Tuang vektor V. dise-
but suatu basis untuk V', jika:

(a) vi,v9, -, v, bebas linier,
(b) span{vi,va, -, v} =V.

2.2. Transformasti Linier

Definisi 2.5. [3] Misalkan V' dan W ruang vektor atas lapangan riil F. Suatu
transformasi linier dari V- ke W adalah suatu fungsi T : V — W yang memenuhi:

(a) Jika u,v €V, maka T(u+ v) = T(u) + T(v),
(b) JikaveV dan k € F, maka T(kv) = kT(v).

Teorema 2.6. [3] Asumsikan V dan W adalah ruang wvektor. Misalkan
{v1,v2, - ,v,} basis dari V, dan wy,we, - ,w, € W. Maka terdapat tunggal
T:V — W yang memenuhi

T('Ul) = wlvT(U2) = w2, 7T<U’I’L) = wyp

Definisi 2.7. [3] Misalkan A matriks m x n maka perkalian A dari kiri dapat
dipandang sehingga suatu fungsi dari F™ ke F™. Fungsi ini dinyatakan sebagai
Ty : F* — F™. Dengan kata lain

Ta(v) = Av Yve F" (2.1)

Definisi 2.8. [3]
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(a) Transformasi linier T : V. — W disebut satu-satu (injektif) jika setiap w, v €
V dengan T(u) = T(v) maka u= v,

(b) Transformasi linier T disebut pada (surjektif) jika im(T) = W,

(¢) Transformasi linier T disebut isomorfisma jika T satu-satu dan pada (bijektif),

(d) Jika terdapat suatu isomorfisma T : V. — W, maka dikatakan ruang vektor V
dan W adalah isomorfik,

(e) Suatu isomorfisma T : V — W disebut operator linier taksingular.

Teorema 2.9. [3] Misalkan V dan W ruang vektor yang berdimensi hingga dan
T:V — W transformasi linier. Maka

(a) T satu-satu jika dan hanya jika ker(T) = {0},

(b) T satu-satu jika dan hanya jika vy, va,- - - , v, bebas linier di V,
{T(v1),T(v2),--- ,T(vy,)} € W bebas linier di W,

(¢) T pada jika dan hanya jika rk(T) = dim(W),

(d) T isomorfisma jika dan hanya jika {vi, va, -+ ,v,} basis dari V,
{T(v1), T(v2),--,T(vy)} basis dari W,

(e) Jika T isomorfisma, maka dim(V) = dim(W),

(f) Jika T isomorfisma, maka T~ ada sebagai fungsi dan T=' : W — V juga
suaty isomorfisma.

Definisi 2.10. [3] Misalkan T : V — W suatu transformasi linier,

B = {vy,vq, -, v,} basis terurut untuk V, € = {wy, ws, -, wy,} basis terurut
untuk W, didefinisikan matriks [T|p ¢ yang berukuran m x n sebagai [T ¢ = (a;j)
dimana untuk setiap j skalar a;; ditentukan secara tunggal oleh persamaan

T(v;) = ar ;w1 + agwe + -+ + Amj Wiy (2.2)

Dengan kata lain [T)s ¢ adalah matriks dimana kolom-kolomnya adalah koordinat
T'(v;) yang berkaitan dengan basis terurut € untuk W.

Definisi 2.11. [3]

(a) Misalkan T : V. — V adalah operator linier. Jika v € V' adalah vektor taknol
dan terdapat skalar k sedemikian sehingga T'(v) = kv, maka dikatakan v vektor
eigen dari T. Skalar k disebut nilai eigen dari T yang terkait dengan vektor
eigen v,

(b) Jika A suatu matriks n X n , maka nilai eigen dari A diartikan sebagai nilai
etgen dari T'a.

2.3. Ruang Hasilkali Dalam

Definisi 2.12. [3] Misalkan V suatu ruang vektor riil. Suatu hasilkali dalam riil
pada V adalah suatu fungsi bernilai riil pada V x V, biasa dinyatakan sebagai <,>
yang memenuhi:

(a) (u,v) = (v, u) untuk setiap u, veV,
(b) <ku, v> = k<u, 'v> untuk setiap k € R dan u, v € V,
(¢) {(v1+ v2,u) = (v1, u) + (v2, uw) untuk setiap vy, va, u € V,
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(d) <'v, 'v> > 0 untuk setiap v € V', dan <v7 v> =0 jika dan hanya jika v = 0.

Definisi 2.13. [3] Misalkan V suatu ruang vektor kompleks. Suatu hasilkali dalam
kompleks pada V' adalah suatu fungsi bernilai kompleks pada V XV, biasa dinyatakan
sebagai <,> yang memenuhi:

(a) (u,v) = (v, u) untuk setiap u, veV,

(b) <ku, 'v> = k:<u, v> untuk setiap k € C dan u, ve 'V,

(c) <v1 + vo, u> = <v1, u> + <v2, u> untuk setiap vy, vo, u € V,

(d) <'U, 'u> € R dan <'v, 'v> > 0 untuk setiap v € V', dan <'v, ’U> = 0 jika dan hanya
jika v= 0.

Definisi 2.14. [3]

(a) Misalkan V' suatu ruang vektor atas R, V disebut ruang hasilkali dalam riil jika
di V' dapat didefinisikan suatu hasilkali dalam riil,

(b) Misalkan V suatu ruang vektor atas C, V disebut ruang hasilkali dalam kom-
pleks jika di V' dapat didefinisikan suatu hasilkali dalam kompleks.

Definisi 2.15. [3] Jika V adalah ruang vektor, v € V, dan <,> adalah hasilkali

dalam pada V maka didefinisikan ||v|| = (v, 'v>1/2. Fungsi ini || || : V — V disebut
norm yang terkait dengan hasilkali dalam.

Definisi 2.16. [5]

(a) Misalkan v = (uy,u2, -+ ,u,) dan v = (v1,ve, -+ ,v,) adalah vektor kolom,
dengan u, v € R"™, hasilkali dalam dapat didefinisikan

(u,v) = u'v, (2.3)

(b) Misalkan w = (u1,u2,- - ,u,) dan v = (vi,va, -+ ,vy,) adalah vektor kolom,
dengan u,v € C", hasilkali dalam dapat didefinisikan

(u,v) = u'v (2.4)

Definisi 2.17. [2] Misalkan V suatu ruang hasilkali dalam jiika u,v € V, maka u
disebut orthogonal dengan v jika <u, 'v> =0.

Definisi 2.18. [3] Misalkan { , ) suatu hasilkali dalam pada ruang vektor V. Basis

{uy, ug, -+, un} adalah basis orthogonal jika u; saling orthogonal, yakni <w, uj> =
0 dengan i # j. Selain itu, jika ||u;|| = 1 disebut basis orthonormal.
Teorema 2.19. [3] Misalkan uy, ug,- -, u, basis orthonormal dari ruang vektor

V' dengan hasilkali dalam < s >, maka untuk setiap v €V,
V=a1Uu; + a2z + - - -+ a,u,
dimana a; = <'u, w>

Definisi 2.20. [3] Jika < , > adalah suatu hasilkali dalam pada V dan u,v# 0 €V,
didefinisikan proyeksi orthogonal dari u pada v sebagai

(u,v)

roj,(u) = v 2.5
projy(u) (v.0) (2.5)
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Teorema 2.21. [1] Setiap ruang hasilkali dalam taknol berdimensi hingga memiliki
sebuah basis orthonormal.

Definisi 2.22. [3] Sebuah matriks riil Uy, disebut orthogonal jika UU' = T,,;
yakni, U dapat dibalik dan U~ = U'. Jika matriks kompleks A adalah matriks

kompleks n X n, maka A* = (A) Sebuah matriks kompleks Uy x, disebut uniter
jika UU* = I,; yakni, U dapat dibalik dan U~! = U*.

Lema 2.23. [3]

(a) Sebuah matriks U orthogonal jika dan hanya jika baris (kolom) orthonormal
dengan hasilkali titik,

(b) Sebuah matriks kompleks U uniter jika dan hanya jika baris (kolom) orthonor-
mal pada ruang uniter C™.

2.4. Proyeksi Orthogonal dan Jumlah Langsung

Definisi 2.24. [3] Misalkan V' suatu ruang hasilkali dalam dan S C V. Komple-
ment orthogonal S di V, ditulis S+, didefinisikan sebagai

L ={ve V| (v,w) =0 untuk setiap w € S}

Jika W subruang berdimensi hingga dari V', proyeksi orthogonal
Projw : V. — V adalah operator linier dengan

projw (w) = w untuk w € W dan
projw (v) = 0 untuk ve W+

Teorema 2.25. [3] Misalkan <,> adalah hasilkali dalam pada V' dan W subruang
berdimensi hingga dari V. Maka terdapat proyeksi orthogonal

Projw : V. — V. Misalkan {wy,us, - ,us} suatu basis orthonormal dari W.
Proyeksi orthogonal Projw dapat dicari dengan rumus

Projw (v <'v u1>u1 + <'u u2>u1 + -+ <'v, us>us. (2.6)

Definisi 2.26. [3] Misalkan Wy dan Wy subruang dari ruang vektor V. Ruang
vektor V.= Wy @& Wy jika

(CL) W1 OWQ = {0},

(b) V =Wy 4+ Wy, yakni untuk setiap v € V, dapat ditulis menjadi
v = wy + wsy, untuk wy € W1 dan we € Wo,

V' disebut jumlah langsung dari Wy dan W.

Akibat 2.27. [3] Misalkan V ruang hasilkali dalam berdimensi hingga dan W sub-
ruang dari V.

(a) Jika dim(V) = n dan dim(W) = s, maka dim(W+) =n — s,

(b) Untuk setiap v € V, terdapat wy € W dan wo € W, sehingga
v = wy + wsy. Di kasus ini wy = Projw dan we = Projy 1, yang menunjukkan
Projw + Projyw. = 1.
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3. Pembahasan

Definisi 3.1. [3] Misalkan <, >1 : Vi x Vi — F adalah hasilkali dalam di V1, dan
< , >2 : Vo x Vo — I adalah hasilkali dalam di Vo

(a) Transformasi linier T dari ruang hasilkali dalam Vi ke ruang hasilkali dalam
Vo disebut isometri, jika
(i) T isomorfisma,
(i) (v, w>1 = <T(1}),T(w)>2 untuk setiap v, w € V1,

(b) Vi dan Va disebut isometrik jika ada pemetaan isometri dari Vi ke V.
Definisi 3.2. [3]

(a) Misalkan T : V — V operator linier pada ruang hasilkali dalam V. T disebut
self adjoint jika setiap v, w €V, <T('v), 'w> = <v, T('w)>.

(b) Misalkan T' suatu operator self adjoint dari V' ke V, jika V adalah suatu ruang
vektor rill, maka T disebut operator simetris.

(c) Misalkan T' suatu operator self adjoint dari V' ke V, jika V adalah suatu ruang
vektor kompleks, maka T disebut operator hermitian.

(d) Sebuah matriks riil A disebut self adjoint atau simetris, jika A® = A.

(e) Sebuah matriks kompleks A disebut self adjoint atau hermitian, jika
A* = A

3.1. Sifat Transformasi Linier Isometri dan Operator Simetris

Lema 3.3. [3] Misalkan V dan W ruang hasilkali dalam berdimensi hingga, T :
V' — W transformasi linier. Pernyataan berikut ekuivalen

(a) T isometri,
(b) Jika {ur,us, - ,u,} basis orthonormal dari V, maka {T(u1), T (us),
-, T(wp)} basis orthonormal dari W.

Lema 3.4. [3]

(a) Misalkan T operator linier di R™, T : R® — R" isometri (dengan hasilkali
titik) jika dan hanya jika matriks standar [T] adalah orthogonal.

(b) Misalkan T operator linier di C™, operator linier T : C"* — C" isometri jika
dan hanya jika matriks standar [T] uniter.

(¢) Dua ruang hasilkali dalam riil berdimensi hingga adalah isometrik jika dan
hanya jika kedua ruang hasilkali dalam riil berdimensi hingga mempunyai di-
menst yang sama.

(d) Dua ruang hasilkali dalam kompleks berdimensi hingga adalah isometrik jika
dan hanya jika kedua ruang hasilkali dalam kompleks berdimensi hingga mem-
punyai dimenst yang sama.

Lema 3.5. [3]
(a) Jika A € M, «n(C) makaV v,we C"
(Av, w) = (v, A*w) (3.1)
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(b) Misalkan F =R atau C jika T : F™ — F™ operator linier, maka T adalah self
adjoint jika dan hanya jika [T] adalah self adjoint.

Teorema 3.6. [3] Setiap operator self adjoint T : V — V pada ruang hasilkali
dalam V' berdimensi hingga mempunyai nilai eigen riil.

Bukti. Misalkan setiap operator self adjoint T : V' — V pada ruang hasilkali
dalam V berdimensi hingga, akan ditunjukkan mempunyai nilai eigen riil.
Perhatikan bahwa

(v, T(v)) = (v, Av) (Definisi 2.11)
= \v,Vv) (Definisi 2.13)
= Xv? (3.2)
(T(v),v) = (Av,V) (Definisi 2.11)
= Av,v) (Definisi 2.12)
= Al (3.3)
Dari Persamaan (3.2) dan (3.3) diperoleh A = \. Ini berarti A € R. m|

Teorema 3.7. [3] T : V. — V adalah operator self adjoint, dimana V adalah
ruang hasilkali dalam berdimensi hingga. Maka V mempunyai basis orthonormal
dari vektor eigen T'.

3.2. Teorema Spektral

Teorema 3.8. [3] T : V. — V adalah operator self adjoint dari ru-
ang hasilkali dalam V'  berdimensi hingga. Maka ada subruang yang saling or-
thogonal W1, Wso,--- Wy dari V, dan dengan bilangan riil ri,79,--- ,7s yang
berbeda,sehingga

T = r1Projw, + raProjw, + -« -+ + rsProjw. (3.4)
dan I, = Projw, + Projw, + -+ Projw,

dimana I, : V. — V operator identitas. T disebut resolust spektral dari T .

4. Kesimpulan

(1) Misalkan V' dan W ruang hasilkali dalam berdimensi hingga,
T :V — W transformasi linier. Pernyataan berikut ekuivalen
(a) T isometri,
(b) Jika {uj,us,--- ,u,} basis orthonormal dari V, maka {T'(uy),T(uz),
-, T(uy)} basis orthonormal dari W.
(2)(a) Misalkan T operator linier di R®, T : R® — R"™ isometri (dengan
hasilkali titik) jika dan hanya jika matriks standar [T] adalah orthogonal.
(b) Misalkan T operator linier di C", operator linier T': C"™ — C™ isometri jika
dan hanya jika matriks standar [T] uniter.
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(¢) Dua ruang hasilkali dalam riil berdimensi hingga adalah isometrik jika dan
hanya jika kedua ruang hasilkali dalam riil berdimensi hingga mempunyai
dimensi yang sama.

(d) Dua ruang hasilkali dalam kompleks berdimensi hingga adalah isometrik
jika dan hanya jika kedua ruang hasilkali dalam kompleks berdimensi hingga
mempunyai dimensi yang sama.

(3)(a) Jika A € M5 (C) maka V v,w € C"
<AV,W> = <V,A*W>

(b) Misalkan F' = R atau C jika T : F™ — F™ operator linier, maka T adalah
self adjoint jika dan hanya jika [T] adalah self adjoint.

(4) Setiap operator self adjoint T : V — V pada ruang hasilkali dalam V berdi-
mensi hingga mempunyai nilai eigen riil.

(5) T : V — V adalah operator self adjoint, dimana V adalah ruang hasilkali
dalam berdimensi hingga. Maka V mempunyai basis orthonormal dari vektor
eigen T'.

(6) T : V — V adalah operator self adjoint dari ruang hasilkali dalam V' berdi-
mensi hingga. Maka ada subruang yang saling orthogonal Wy, Wy, - -- | W, dari
V', dan dengan bilangan riil 1,73, --- ,rs yang berbeda,sehingga

T = riProjw, + roProjw, + -+ + rsProjw,
dan I, = Projw, + Projw, + -+ Projw,

dimana I, : V — V operator identitas. T" disebut resolusi spektral dari 7.
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