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Abstrak. Misalkan diberikan graf G dan graf H sebarang. Notasi F → (G,H) berarti
bahwa sebarang pewarnaan merah-biru terhadap semua sisi di graf F selalu menye-

babkan subgraf merah yang berbentuk G atau subgraf biru H termuat di dalam graf F .

Kemudian, ∀e ∈ E(F ) notasi F \ {e}9 (G,H) menyatakan bahwa terdapat pewarnaan
terhadap sisi-sisi F \{e} sehingga graf tersebut tidak memuat G merah dan H biru. Kelas

R(G,H) menyatakan himpunan graf yang memenuhi syarat F → (G,H) dan ∀e ∈ F ,

F \ {e} 9 (G,H). Dalam artikel ini akan dibahas graf yang termasuk ke dalam kelas
R(G,H) dimana graf G ' 3K2 dan graf H ' 2K1,4.

Kata Kunci : Graf bintang, Graf lengkap, Graf Ramsey Minimal

1. Pendahuluan

Graf adalah pasangan himpunan titik dan himpunan sisi. Titik menggambarkan

suatu objek dan sisi adalah penghubung antara satu objek dengan objek lain-

nya, sehingga membentuk suatu pola. Beberapa jenis graf diantaranya adalah graf

lengkap, graf lintasan, graf siklus, dan graf bintang. Seiring dengan perkembangan

ilmu pengetahuan, teori graf juga mengalami perkembangan, salah satunya adalah

kajian tentang Graf Ramsey Minimal. Menurut Burr dkk [2], graf Ramsey (G,H)-

minimal didefinisikan sebagai berikut. Misalkan terdapat graf G dan H. Suatu graf

F dikatakan sebagai graf Ramsey (G,H)-minimal apabila (1) Untuk sebarang pe-

warnaan merah-biru terhadap sisi-sisi graf F , akan selalu terdapat graf G merah

atau graf H biru. (2) Jika salah satu sisi sebarang di graf F dihapus, namakan

sisi e, kemudian dinotasikan graf baru dengan F \ {e}, maka terdapat pewarnaan

terhadap sisi-sisi di graf F sehingga graf F \ {e} tidak memuat graf G merah dan

graf H biru. Untuk suatu graf G dan H tertentu, jika graf F memenuhi dua syarat

di atas maka graf F termasuk ke dalam kelas Ramsey minimal untuk pasangan graf

G dan H, dinotasikan dengan R(G,H). Pada penulisan makalah ini, warna merah

dinyatakan dengan garis putus-putus dan warna biru dinyatakan dengan garis tidak

putus-putus.
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Pada tahun 2016 Wijaya dan Baskoro menemukan beberapa cara mengkon-

struksi graf yang termasuk ke dalam kelas R(2K2, 2H), dimana graf H adalah

suatu graf siklus, graf lintasan atau graf bintang [3]. Kemudian pada tahun yang

sama Wijaya dkk [4] juga melakukan kajian untuk graf yang termasuk ke dalam

kelas R(mK2, H). Selanjutnya, Wijaya dkk memberikan syarat perlu dan syarat

cukup untuk graf yang termasuk ke dalam kelas R(mK2, H) untuk sebarang graf

H, dimana m adalah bilangan bulat positif.

Pada penelitian ini akan ditentukan graf yang menjadi anggota kelas

R(3K2, 2K1,4), dimana graf 3K2 adalah 3 buah graf lengkap K2 dan graf 2K1,4

adalah 2 buah graf bintang K1,4.

2. Landasan Teori

Suatu graf G = (V (G), E(G)) didefinisikan sebagai pasangan terurut dari him-

punan titik dan himpunan sisi, terdiri atas sebuah himpunan tak kosong V (G)

yang memuat titik-titik di G dan sebuah himpunan E(G) yang memuat sisi-sisi di

G [1].

Suatu jalan v1-vl−1 pada graf G adalah suatu barisan v1, e1, v2, e2, · · · , el−1, vl
titik dan sisi pada G sehingga ei = vivi+1 untuk setiap i, 1 ≤ i ≤ l − 1. Pada

jalan titik dan sisi boleh dilewati lebih dari satu kali. Lintasan adalah bentuk

khusus dari jalan, dimana titik nya hanya boleh dilewati tepat satu kali. Suatu

graf G dikatakan graf terhubung apabila untuk sebarang dua titik u dan v di G,

terdapat lintasan dari titik u ke titik v. Suatu graf G dikatakan subgraf dari graf

H apabila V (G) ⊆ V (H) dan E(G) ⊆ E(H).

Derajat suatu titik didefinisikan sebagai banyaknya sisi yang terkait pada titik

tersebut. Graf lengkap Kn adalah graf terhubung dengan n titik yang setiap

titiknya saling bertetangga, sehingga semua titik dari graf lengkap Kn berderajat

n-1. Graf siklus Cn adalah graf terhubung dengan n titik yang semua titiknya

berderajat dua sehingga banyak sisi dari graf siklus Cn adalah sebanyak n sisi. Graf

bintang K1,n adalah graf terhubung dengan n+1 titik dimana satu titik berderajat

n dan sebanyak n titik lainnya berderajat satu. Graf Bintang ditunjukkan pada

Gambar 1.

Gambar 1. Graf Bintang K1,n

Definisi 2.1. [2] Bilangan Ramsey graf, dinotasikan dengan R(G,H), didefinisikan

sebagai banyaknya titik minimal dari graf lengkap Kn yang memenuhi Kn → (G,H)

dan Kn \ {e} 9 (G,H). Bilangan Ramsey sisi, yang dinotasikan dengan r̂(G,H),



R(aK2, bK1,n 197

didefinisikan sebagai banyaknya sisi minimal graf F yang memenuhi F → (G,H)

dan F \ {e}9 (G,H) untuk sebarang sisi e di graf F .

Berdasarkan Definisi 2.1 dapat disimpulkan bahwa terdapat dua syarat dalam

menentukan apakah graf F merupakan graf Ramsey minimal untuk pasangan G

dan H, dinotasikan F ∈ R(G,H), yaitu dengan cara:

(1) Akan ditunjukkan graf F memuat graf G merah atau graf H biru, yaitu dengan

cara:

(a) Akan ditunjukkan graf F memuat subgraf G merah, yaitu dengan cara

melakukan pewarnaan merah pada sisi graf F sehingga ter-bentuk graf G

merah.

(b) Akan ditunjukkan bahwa jika graf F tidak memuat subgraf G merah maka

graf F memuat subgraf H biru, yaitu dengan cara melakukan pewarnaan

merah maksimal pada sisi graf F sehingga tidak memuat graf G merah,

kemudian dilakukan pewarnaan biru pada sisi graf F yang belum diwarnai

merah sehingga ditemukan graf H biru.

(2) Akan ditunjukkan untuk setiap sisi di graf F , apabila dihapus satu sisi maka

graf F tidak akan memuat subgraf G merah dan subgraf H biru, yaitu dengan

cara menunjukkan jika satu sisi pada graf F dihapus, namakan graf F \ {e},
kemudian dilakukan pewarnaan merah maksimal pada graf F \{e} maka graf G

merah dan graf H biru tidak akan termuat di dalam graf F \ {e}, ∀e ∈ F \ {e}.

Jika kedua syarat di atas terpenuhi maka terbukti bahwa graf F merupakan graf

yang termasuk dalam kelas Ramsey minimal R(G,H).

3. Pembahasan

Graf yang menjadi anggota kelas R(G,H) adalah graf yang memuat subgraf G

merah atau subgraf H biru. Pada makalah ini akan dinahas tentang kelas Ramsey

minimal R(G,H) untuk G ' 3K2 dan H ' 2K1,4, dimana 3K2 terdiri dari tiga

graf lengkap K2 dan 2K1,4 terdiri dari dua graf bintang K1,4.

Definisi 3.1. Misal terdapat graf 2K1,4, dengan K1,4)1 menyatakan graf bintang

K1,4 pertama, sementara K1,4)2 menyatakan graf bintang K1,4 kedua. Dinotasikan

V (K1,4)1 = {x1, x1,1, x1,2, x1,3, x1,4},
V (K1,4)2 = {y1, y1,1, y1,2, y1,3, y1,4}.

Kemudian titik x1,4 diidentifikasi dengan titik y1,4, titik baru dinamakan titik c1.

Graf yang terbentuk dengan cara tersebut dinamakan graf F , lihat Gambar 2. Diper-

oleh bahwa

V (F ) = {c1, x1, x1,1, x1,2, x1,3, y1, y1,1, y1,2, y1,3},
E(F ) = {c1x1, x1x1,1, x1x1,2, x1x1,3, c1y1, y1y1,1, y1y1,2, y1y1,3}.

Selanjutnya, graf 3F dikonstruksi dengan cara sebagai berikut.
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Gambar 2. Graf F

Definisi 3.2. Misal terdapat graf F sebanyak 3 buah, namakan F1, F2, F3, dengan

himpunan titik

V (F1) = {c1, x1, x1,1, x1,2, x1,3, y1, y1,1, y1,2, y1,3}
V (F2) = {c2, x2, x2,1, x2,2, x2,3, y2, y2,1, y2,2, y2,3}
V (F3) = {c3, x3, x3,1, x3,2, x3,3, y3, y3,1, y3,2, y3,3}

Notasikan:

V (3F ) = {ci, xi,j , yi,j | i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3} dan

E(3F ) = {cixi, ciyi, xixi,j , yiyi,j | i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3}.

Gambar graf 3F diberikan dalam Gambar 3.

Gambar 3. Graf 3F

Teorema 3.3. Misalkan terdapat graf 3K2 dan graf 2K1,3, kemudian graf 3F

adalah graf pada Definisi 3.2. Maka 3F ∈ R(3K2, 2K1,4).

Bukti. Akan dibuktikan bahwa 3F → (3K2, 2K1,4). Pandang sebarang pewarnaan

merah-biru terhadap sisi-sisi 3F . Andaikan terdapat 3K2 merah, maka pembuktian

selesai. Selanjutnya, misalkan tidak terdapat 3K2 merah dalam pewarnaan tersebut,

maka subgraf merahnya berbentuk F , K1,4 ∪ P3, K5 dan 2C3. Karena graf 5F

tidak memuat K5 dan 2C3 maka kemungkinan ini diabaikan. Selanjutnya untuk

kemungkinan graf F , jika sebarang sisi pada graf 3F diwarnai dengan warna merah

hingga membentuk graf F merah, maka sisanya graf 2F pasti sisi-sisi nya bisa

diwarnai 2K1,4 biru, begitu juga dengan kemungkinan K1,4 ∪ P3, jika sisi pada

graf 3F diwarnai merah hingga diperoleh graf K1,4 ∪ P3 merah, maka sisanya

graf K1,4 dan F pasti sisi-sisi nya bisa diwarnai biru hingga membentuk 2K1,4

biru. Jadi, untuk keempat kemungkinan tersebut, selalu diperoleh 2K1,4 biru. Cara

mewarnainya ditunjukkan pada Gambar 4.
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Apabila dihapus satu sisi pada graf 3F yang menjadikannya graf 3F \ {e}, ∀e ∈
3F . Kemudian sisi-sisi graf 3F \ {e} diwarnai merah hingga diperoleh subgraf K1,4

∪ P3 merah, pasti graf 3F \ {e} 9 (3K2, 2K1,4). Dapat dilihat pada Gambar 5.

Sehingga diperoleh bahwa 3F ∈ R(3K2, 2K1,4).

Gambar 4. Graf 3F \ {e}9 (3K2, 2K1,4)

Gambar 5. Graf 3F \ {e}9 (3K2, 2K1,4)

Teorema 3.4. Misalkan terdapat graf 3K2 dan graf 2K1,3, maka 4K1,4 ∈
R(3K2, 2K1,4).

Bukti. Akan dibuktikan bahwa 4K1,4 → (3K2, 2K1,4). Pandang sebarang pewar-

naan merah-biru terhadap sisi-sisi 4K1,4. Misalkan tidak terdapat 3K2 merah dalam

pewarnaan tersebut, maka subgraf merahnya berbentuk K1,4 dan K5. Karena graf

4K1,4 tidak memuat K5 maka kemungkinan ini diabaikan. Selanjutnya untuk kemu-

ngkinan K1,4, jika sisi-sisi graf 4K1,4 diwarnai merah sampai membentuk subgraf

K1,4 merah, maka sisanya graf 3K1,4 yang belum diwarnai pasti sisi-sisinya bisa di-

warnai biru. Jadi, untuk kedua kemungkinan tersebut, selalu diperoleh 2K1,4 biru

dalam pewarnaan. Cara mewarnainya ditunjukkan pada Gambar 6.

Apabila dihapus satu sisi pada graf 4K1,4 yang menjadikannya graf 4K1,4 \
{e}, ∀e ∈ 4K1,4 kemudian sebarang sisi pada K1,4 diwarnai merah, maka graf

4K1,4 \ {e}9 (3K2, 2K1,4) seperti yang ditunjukkan pada Gambar 7, maka diper-

oleh 4K1,4 ∈ R(3K2, 2K1,4).

4. Kesimpulan

Suatu graf F dikatakan sebagai graf Ramsey minimal apabila:

(1) F → (G,H), berarti graf F memuat graf G merah atau H biru, dan

(2) ∀e ∈ F , F \ {e} 9 (G,H), berarti apabila dihapus satu sisi sebarang di graf

F \ {e} maka graf tersebut tidak memuat graf G merah dan H biru.
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Gambar 6. 4K1,4 → (3K2, 2K1,4)

Gambar 7. Graf 4K1,4 \ {e}9 (3K2, 2K1,4)

Dalam makalah ini diperoleh dua graf Ramsey minimal untuk pasangan graf 3K2

dan graf 2K1,4 yaitu graf 4K1,4 dan graf 3F , dimana graf F adalah graf pada

Gambar 2.
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