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Abstrak. Misalkan G(V,E) adalah suatu graf dengan himpunan titik V dan sisi E.
Banyaknya titik di G adalah |V (G|, dan banyak sisi di G adalah |E(G)|. Pelabelan total

sisi-ajaib pada graf G dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G) adalah

suatu pemetaan fungsi bijektif f : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, · · · , |V (G)| + |E(G)|} dengan
sifat bahwa untuk setiap sisi xy di G berlaku f(x) + f(xy) + f(y) = k, untuk suatu

konstanta tetap k. Jika f(V (G))→ {1, 2, · · · , |V (G)|} maka disebut pelabelan total sisi-
ajaib super. Dalam tulisan ini diperoleh bahwa graf Cn

⊙
Km mempunyai pelabelan

total sisi-ajaib super dengan konstanta ajaib k = 5
2
n+ 2nm+ 3

2
.

Kata Kunci : Pelabelan graf, pelabelan total sisi-ajaib super, graf korona

1. Pendahuluan

Pelabelan pada graf merupakan pemberian label pada elemen-elemen tertentu dari

graf tersebut dengan menggunakan bilangan positif. Berdasarkan elemen-elemen

yang dilabeli maka pelabelan dibagi ke dalam tiga jenis, yaitu pelabelan titik, pela-

belan sisi dan pelabelan total. Hingga kini dikenal beberapa jenis pelabelan pada

graf, antara lain pelabelan graceful, pelabelan harmoni, pelabelan total tak berat-

uran, pelabelan ajaib dan pelabelan anti ajaib. Dalam pengembangan pelabelan

ajaib, dikenal pula pelabelan total titik-ajaib, pelabelan total titik-ajaib super,

pelabelan total sisi-ajaib dan pelabelan totol sisi-ajaib super.

Pada graf juga dapat dilakukan operasi antar graf. Salah satu operasi yang dapat

diberlakukan adalah hasil kali korona. Misalkan terdapat dua graf G dan H dengan

banyaknya titik masing-masing adalah n1 dan n2. Graf hasil kali korona dari G
⊙

H

didefinisikan sebagai suatu graf yang dihasilkan dari G dan H dengan mengambil

satu salinan dari G dan n1 salinan dari H, dan menghubungkannya dengan suatu

sisi dari setiap titik pada salinan ke-i dari H dengan titik ke-i dari G.

Pada paper ini akan dibahas apakah graf korona Cn

⊙
Km mempunyai pela-

belan total sisi-ajaib super.
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2. Landasan Teori

Suatu graf G dinotasikan dengan G = (V (G), E(G)) dengan V = V (G) dan

E = E(G), dimana V adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-

objek yang disebut titik, dan E adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak

berurut dari titik-titik berbeda di V yang disebut sisi. Komplemen G dari suatu graf

G adalah graf dengan titik-titik V (G) sedemikian sehingga dua titik yang bertetang-

gan di G jika dan hanya jika titik-titik ini tidak bertetangga di G. Suatu graf yang

setiap pasang titiknya mempunyai sisi kesemua titik lainnya disebut graf lengkap.

Sementara graf lintasan Pn adalah suatu graf yang memiliki order n dan ukuran

n - 1 yang titik-titiknya dapat dinotasikan dengan v1, v2, · · · , vn dan sisinya den-

gan vivi+1 untuk i = 1, 2, · · · , n− 1. Graf Lingkaran (Cycle) dilambangkan dengan

Cn;n ≥ 3, adalah sebuah graf yang setiap titiknya berderajat dua. Banyak titik Cn

sama dengan banyak sisi Cn, yaitu n. Misalkan terdapat dua graf G dan H dengan

banyak titik masing-masing adalah n1 dan n2. Graf hasil kali korona dari G
⊙

H

didefinisikan sebagai suatu graf yang dihasilkan dari G dan H dengan mengambil

satu salinan dari G dan n1 salinan dari H, dan menghubungkannya dengan suatu

garis dari setiap titik pada salinan ke-i dari H dengan titik ke-i dari G.

Pelabelan pada graf merupakan pemetaan bijektif yang memasangkan elemen-

elemen graf dengan bilangan bulat positif. Jika domain dari fungsi adalah titik,

maka disebut pelabelan titik (vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka

disebut pelabelan sisi (edge labeling), dan jika domainnya titik dan sisi maka disebut

pelabelan total (total labeling) [3].

Misalkan G = (V,E) adalah suatu graf dengan himpunan titik V dan sisi E.

Banyaknya titik di G adalah |V (G|, dan banyak sisi di G adalah |E(G)|.

Definisi 2.1. [2] Pelabelan total sisi-ajaib pada graf G dengan himpunan titik V(G)

dan himpunan sisi E(G) adalah suatu pemetaan fungsi bijektif seperti di bawah ini.

f : V (G) ∪ E(G)→ {1, 2, · · · , |V (G)|+ |E(G)|},

dengan sifat bahwa untuk setiap sisi xy di G berlaku:

f(x) + f(xy) + f(y) = k

untuk suatu konstanta tetap k.

Definisi 2.2. [2] Pelabelan total sisi-ajaib super adalah pelabelan total sisi-ajaib

pada graf G = (V,E) sehingga f(V (G)) = {1, 2, 3, · · · , |V (G)|}.

3. PELABELAN TOTAL SISI-AJAIB SUPER PADA GRAF

KORONA Cn

⊙
Km

Teorema 3.1. Misalkan terdapat graf Cn

⊙
Km dengan n ≥ 3 dan m ≥ 1 n,ganjil,

maka graf Cn

⊙
Km memuat pelabelan total sisi-ajaib super dengan konstanta ajaib

k = 5
2n + 2nm + 3

2 .
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Bukti. Notasikan:

V (Cn

⊙
Km) = {xi, yi,j |1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m},

E(Cn

⊙
Km) = {wi, zi,j |1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m},

dimana,wi = xixi+1 untuk 1 ≤ i ≤ n − 1 dan zi,j = xiyi,j untuk 1 ≤ i ≤ n dan

1 ≤ j ≤ m. Graf Cn

⊙
Km diberikan pada Gambar 1 berikut.

Gambar 1. Graf Cn
⊙

Km

Konstruksi pelabelan titik dan sisi pada graf Cn

⊙
Km berdasarkan cara

berikut.

Himpunan titik Cn

⊙
Km diberi label sebagai berikut.

f(xi) =
n + i

2
, i ganjil,

f(xi) =
i

2
, i genap,

f(yij) = nj + f(xi+1), 1 ≤ i ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ m,

f(ynj) = nj + f(x1), 1 ≤ j ≤ m.

Himpunan sisi Cn

⊙
Km diberi label sebagai berikut.

f(wi) = f(xixi+1) = 2n + 2nm + 1− i, 1 ≤ i ≤ n− 1,

f(zi,j) = f(xiyi,j) = 2n + 2nm + 1− i− nj, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m,

f(wn,1) = f(xnx1) = 2n + 2nm + 1− n.

Pandang dua kasus berikut.

Kasus 1. Untuk sisi xixi+1.

(a) Jika 1 ≤ i ≤ n− 1, maka berlaku:

k = f(xi) + f(xixi+1) + f(xi+1).

Jika i ganjil maka diperoleh k sebagai berikut:

k = (
n + i

2
) + (2n + 2nm + 1− i) + (

i + 1

2
),

=
5

2
n + 2nm +

3

2
.
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Jika i genap maka diperoleh k sebagai berikut:

k = (
i

2
) + (2n + 2nm + 1− i) + (

n + i + 1

2
),

=
5

2
n + 2nm +

3

2
.

Untuk setiap 1 ≤ i ≤ n−1, diperoleh bahwa f(xi)+f(xixi+1)+f(xi+1) = k =
5
2n + 2nm + 3

2 .

(b) Jika i = n maka berlaku

k = f(xn) + f(xnx1) + f(x1),

= (
n + n

2
) + (2n + 2nm + 1− n) + (

n + 1

2
),

2k = (2n) + (4n + 4nm + 2− 2n) + (n + 1),

= 5n + 4nm + 3,

k =
5

2
n + 2nm +

3

2
.

Untuk setiap i = n, diperoleh bahwa f(xn) + f(xnx1) + f(x1) = 5
2n+ 2nm+ 3

2 .

Kasus 2. Untuk sisi xiyij .

(a) Jika 1 ≤ i ≤ n− 1 dan 1 ≤ j ≤ m maka berlaku:

k = f(xi) + f(xiyij) + f(yij),

Jika i ganjil maka diperoleh:

k = (
n + i

2
) + ((2n + 2nm + 1− i)− nj) + (nj + f(xi+1)),

=
5

2
n + 2nm +

3

2
.

Jika i genap maka diperoleh:

k = (
i

2
) + ((2n + 2nm + 1− i)− nj) + (nj + f(xi+1)),

=
5

2
n + 2nm +

3

2
.

Untuk setiap 1 ≤ i ≤ n − 1 dan 1 ≤ j ≤ m, berlaku bahwa f(xi) + f(xiyij) +

f(yij) = 5
2n + 2nm + 3

2 .

(b) Jika i = n dan 1 ≤ j ≤ m berlaku:

k = f(xn) + f(xnynj) + f(ynj).

Diperoleh:

k = (
n + i

2
) + ((2n + 2nm + 1− i)− nj) + (nj + f(x1)),

= (
n + i

2
) + ((2n + 2nm + 1− i)− nj) + (nj +

i + 1

2
),

2k = (n + i) + ((4n + 4nm + 2− 2i)− 2nj) + (2nj + i + 1),

= 5n + 4nm + 3,

k =
5

2
n + 2nm +

3

2
.
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Maka, untuk setiap i = n dan 1 ≤ j ≤ m, berlaku f(xn) + f(xnynj) + f(ynj) =
5
2n + 2nm + 3

2 .

Dengan demikian f merupakan pelabelan total sisi-ajaib super dengan konstanta

= 5
2n + 2nm + 3

2 .

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa graf korona Cn

⊙
Km

untuk n ganjil (n ≥ 3 dan m ≥ 1) merupakan graf yang mempunyai pelabelan total

sisi-ajaib super dengan k = 5
2n + 2nm + 3

2 .
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