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Abstrak. Beberapa kekurangan dari konsep jumlah Riemann diatasi dengan cara mem-
perumum konsep tersebut. Dalam perumuman ini digunakan konsep mengenai ukuran
dan himpunan terukur; pada himpunan-himpunan tak kosong di R™, dikenal ukuran
khusus yang disebut dengan ukuran Lebesgue, yang diperoleh dari pembatasan ukuran
luar Lebesgue pada koleksi dari semua himpunan (terukur) Lebesgue. Ukuran luar
Lebesgue juga digunakan dalam pemverifikasian apakah suatu subhimpunan di R"™ meru-
pakan himpunan Lebesgue. Dalam tulisan ini diperkenalkan dan dijelaskan tentang se-
buah metode yang dapat digunakan untuk mengonstruksi suatu ukuran luar, bentuk
pendefinisian ukuran luar Lebesgue, beserta sifat-sifat dari ukuran luar Lebesgue, yang
didasarkan kepada definisi ukuran luar dan sebuah teorema tentang pengonstruksian
suatu ukuran luar.

Kata Kunci: vkuran luar Lebesgue, himpunan Lebesgue, ukuran Lebesgue

1. Pendahuluan
Pada [1], diketahui bahwa fungsi Dirichlet pada [0, 1], yaitu

(1, jikazeQ
f(x)_{o, jika ¢ Q

untuk setiap = € [0, 1], merupakan salah satu contoh fungsi diskontinu yang memi-
liki jumlah Riemann atas, yaitu 1, yang berbeda dengan jumlah Riemann bawahnya,
yaitu selalu bernilai 0, untuk setiap partisi dari [0, 1]. Hal ini menyebabkan limit dari
jumlah-jumlah Riemann atasnya tidaklah sama dengan limit dari jumlah-jumlah
Riemann bawahnya, sehingga fungsi ini tidaklah terintegralkan Riemann pada [0, 1].

Pendekatan integral dari suatu fungsi dengan menggunakan konsep jumlah Rie-
mann ternyata memiliki beberapa kekurangan. Diantaranya, tidak ada jaminan
bahwa limit dari barisan fungsi-fungsi yang terintegralkan Riemann juga akan
merupakan fungsi yang terintegralkan Riemann. Di samping itu, fungsi-fungsi yang

*penulis korespondensi
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tidak terintegralkan Riemann juga semakin banyak seiring dengan semakin berkem-
bangnya ilmu matematika. Kenyataan ini menuntut perlunya dibuat suatu per-
umuman dari konsep jumlah Riemann [1]. Perumuman konsep jumlah Riemann ini
dilakukan dengan memperumum cara pemartisian domain dari fungsinya ke dalam
pemartisiannya menjadi sub-sub himpunan terukur dari domain fungsi tersebut.
Selanjutnya, konsep ”panjang” dari suatu interval juga diperumum menjadi su-
atu konsep baru yang disebut dengan "ukuran” dari suatu himpunan terukur [6].
Gagasan mengenai ukuran ini diperkenalkan pada awal abad ke-20 M melalui peneli-
tian dari Henri Lebesgue (1875-1941 M), penemu teori modern tentang ukuran dan
integral [4].

Sebelum melakukan pemartisian suatu himpunan X menjadi sub-sub himpunan
terukur, yang dalam hal ini adalah pemartisian domain dari suatu fungsi, diper-
lukan suatu fungsi himpunan yang disebut dengan suatu ukuran luar pada X.
Ukuran luar ini terdefinisi pada koleksi dari semua subhimpunan X, sedemikian
sehingga dengan fungsi ini dapat diverifikasi apakah suatu subhimpunan dari X
adalah terukur atau tidak. Sementara itu, dikatakan bahwa pembatasan suatu
ukuran luar p¢* hanya pada koleksi dari semua himpunan yang terukur oleh p* akan
menghasilkan suatu ukuran pada koleksi tersebut. Selanjutnya, pada himpunan dari
semua bilangan riil berdimensi-n, yang dinotasikan dengan R"™, diperkenalkan su-
atu ukuran luar khusus yang dikenal dengan nama ukuran luar Lebesgue. Setiap
subhimpunan dari R™ yang terukur oleh ukuran luar Lebesgue ini nantinya disebut
dengan himpunan (terukur) Lebesgue. Lebih lanjut, ukuran yang dihasilkan
dari pembatasan ukuran luar Lebesgue hanya pada koleksi dari semua himpunan
terukur Lebesgue dinamakan dengan ukuran Lebesgue [3]. Ukuran inilah yang
nantinya akan digunakan dalam teori pengintegralan Lebesgue yang merupakan
suatu perumuman dari teori pengintegralan Riemann [6].

Ukuran luar pada suatu himpunan tak kosong X dapat dikonstruksi dengan
menggunakan sebuah teorema mengenai pengonstruksian suatu ukuran luar. Pada
makalah ini, akan diperkenalkan dan dijelaskan sebuah metode mengenai pengon-
struksian suatu ukuran luar, bentuk pendefinisian ukuran luar Lebesgue, serta sifat-
sifat yang berlaku pada ukuran luar Lebesgue, yang didasarkan kepada definisi
ukuran luar dan sebuah teorema tentang pengonstruksian suatu ukuran luar.

2. Ruang Terukur dan Beberapa Teori Terkait

Teori mengenai ruang terukur memiliki kaitan dengan himpunan terhitung. Su-
atu himpunan dikatakan terhitung jika himpunan tersebut berhingga atau terbilang.

Definisi 2.1. [1] (¢) Himpunan kosong dikatakan memiliki 0 elemen.

(it) Jika n € N, suatu himpunan S dikatakan memiliki n elemen apabila terdapat
suatu bijeksi dari himpunan N, = {1,2,--- ;n} ke S.

(#i1) Suatu himpunan S dikatakan berhingga apabila S kosong atau memiliki n
elemen untuk suatu n € N.

(iv) Suatu himpunan S dikatakan tak berhingga apabila S bukan himpunan
berhingga.

Himpunan terhitung diperkenalkan dengan definisi sebagai berikut.
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Definisi 2.2. [1] (i) Suatu himpunan S dikatakan terbilang (atau tak berhingga
terhitung) jika terdapat suatu bijeksi dari N ke S.

(i1) Suatu himpunan S dikatakan terhitung jika S berhingga atau S terbilang.
(#i1) Suatu himpunan S dikatakan tak terhitung jika S bukan himpunan terhitung.

Himpunan bilangan riil diperluas, yang disimbolkan dengan R, didefinisikan
sebagai R = RU {—00, 00} = [—00, 0] [6].

Definisi 2.3. [ Misalkan X adalah suatu himpunan tak kosong dan P(X) adalah
koleksi dari semua subhimpunan X . Suatu fungsi p* : P(X) — [0, 00] disebut suatu
ukuran luar pada X apabila memenuhi ketiga kondisi berikut.

(i) 1*(0) =0,

(i) p*(A) < p*(B) jika AC BC X.

(401) p*(US 1 Ay) < X8, u*(Ay) untuk setiap barisan (A,,) dari sub-sub himpunan
dari X.

Misalkan N € Ndan A;,--- , Ay C X sebarang. Dengan mengasumsikan bahwa
A,, = 0 untuk setiap n > N, dari sifat (iii) ukuran luar p* di atas dapat dike-
tahui bahwa p*(UN_;A,) = p*(U2,4,) < X%, u"(A4,) = XN u*(A,), yaitu
w (UéV:IAn) < Erly:l,u* (An).

Proposisi 2.4. [J] Jika I terhitung dan I = {iy,is, -} adalah suatu penomoran
sebarang dari I, maka 3icra(i) = 92 a(ix) untuk semua a : I — [0, 00].

Proposisi 2.5. [J] Jika I = Ugei Ji dengan K adalah suatu himpunan tak kosong
terindeks dan masing-masing Ji tak kosong dan saling lepas, maka untuk setiap
a: I —[0,00] berlaku Yicra; = Tper (Zicg,a(i)).

3. Pembahasan

Pada dasarnya terdapat dua metode dalam mengonstruksi ukuran luar pada su-
atu himpunan X. Metode pertama dimulai dengan suatu koleksi C sebarang dari
sub-sub himpunan dari X dan suatu fungsi 7 pada C. Sementara itu, metode ke-
dua dimulai dengan suatu fungsi linier kontinu pada suatu ruang dari fungsi-fungsi
kontinu [3]. Adapun metode pengonstruksian ukuran luar yang akan diperkenalkan
dan dijelaskan pada makalah ini adalah metode pertama, yang mana metode ini
merupakan suatu metode yang didasarkan kepada sebuah teorema tentang pengon-
struksian suatu ukuran luar.

Suatu koleksi K dari himpunan-himpunan disebut sebagai suatu selimut dari
suatu himpunan F apabila E termuat di dalam gabungan dari semua himpunan
yang termuat di koleksi K [2]. Anggap bahwa X adalah suatu himpunan tak kosong.
Misalkan C adalah suatu koleksi dari sub-sub himpunan dari X dan F C X. Koleksi
terhitung K = {C} }})C:1 disebut dengan suatu selimut terhitung dari £ dengan
elemen-elemen dari C apabila E C U2,C; dan C1,Cs,--- € C. Untuk memu-
dahkan penulisan dalam bahasan ini, koleksi dari semua selimut terhitung dari E
dengan elemen-elemen dari C dinotasikan dengan K¢ (E). Jadi,

Kc(E) = {’C = {Oj}ﬁl | E C U?‘;le dan 01,02,"' € C}
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Anggap X adalah suatu himpunan tak kosong.

Teorema 3.1. [3] Misalkan C adalah suatu koleksi dari sub-sub himpunan dari X,
memuat setidaknya 0, dan 7 : C — [0,00] adalah suatu fungsi sebarang dengan
7(0) = 0. Jika didefinisikan bahwa

e (B) = inf {3252, 7(Cy) | {Cy}324 € Ke(E)}

untuk setiap E C X, dengan kesepakatan bahwa inf () = oo, maka p* adalah suatu
ukuran luar pada X .

Bukti. Dari definisi p* di atas, perhatikan bahwa p* : P(X) — [0, oc]. Notasikan
Te(B) = {Z32.7(C) | {Ci}32, € Ke(E) | (3.1)

sedemikian sehingga p*(E) = inf 7¢(F) untuk setiap F C X, dengan kesepakatan
bahwa inf ) = co.
Catatan: Dari penotasian (3.1) di atas, perhatikan bahwa

"Te(E) = 0 jika dan hanya jika Kc(E) = 0.

(i) Akan dibuktikan bahwa u* () = 0.
Perhatikan bahwa () C U0 dan () € C. Berarti {0,0,---} € Kc(0),
sedemikian sehingga dari (3.1) diketahui bahwa ¥32,7(0) € T¢(0). Oleh
karena itu, diperoleh y*(0) = inf 7¢(0) < %52,7(0) = %52,0 = 0. Disim-
pulkan, p*(0) = 0.
(ii) Akan dibuktikan bahwa p*(A) < p*(B) untuk setiap A, B C X dengan
AC B.
Ambil sebarang A, B C X dengan A C B, akan ditunjukkan p*(A)

p*(B).
(Kasus 1) Jika K¢(B) = 0, didapatkan 7¢(B) = . Oleh karena itu, p*(B)
inf 7¢(B) = inf ) = oo, sedemikian sehingga pertaksamaan p*(A)

IN

IN

w*(B) otomatis terpenuhi.
(Kasus 2) Jika Kc(B) # (), ambil sebarang selimut terhitung {C;}32, € Kc(B)
sedemikian sehingga

BCUX,C;; C1,Ch,---€C. (3.2)

Karena A C B, maka dari (3.2) diperoleh A C U2, C; 5 C1,Cy, -+ €
C sedemikian sehingga {C;}52; € Kc(A). Jadi, disimpulkan bahwa
Ke(B) € Ke(A). Akibatnya, 7c(B) C T¢(A) sedemikian sehingga
1 (A) < p*(B).

Jadi, dari Kasus 1 dan Kasus 2, terbukti bahwa p*(A) < p*(B) untuk

setiap A, B C X dengan A C B.

(iii) Akan dibuktikan bahwa p*(US2,A4,) < X9, u*(A,) untuk setiap barisan

(A,) dari sub-sub himpunan dari X.

Ambil sebarang barisan (A,,) dari sub-sub himpunan dari X, akan ditun-

jukkan bahwa p*(US2 ;1 A4,) < X982, u*(A4,).

n=1
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(Kasus 1)

(Kasus 2)

Jika terdapat A,, dengan p*(A4,) = co untuk suatu n € N sedemikian
sehingga 22, u*(A,) = oo, maka u* (U2 A,) < 22, u*(A,) otoma-
tis terpenuhi.
Jika tidak terdapat A, dengan u*(A,) = oo untuk suatu n € N, yaitu
jika p*(A,) < oo untuk setiap n € N, maka inf T¢(A,) < oo untuk
setiap n € N sedemikian sehingga T¢(A,) # 0 untuk setiap n € N.
Oleh karena itu, haruslah K¢(A,,) # @ untuk setiap n € N. Dari definisi
w* bahwa p*(A,,) = inf T¢(A,) untuk setiap n € N, perhatikan bahwa
untuk setiap ¢ > 0 dan untuk setiap n € N, akan selalu terdapat
¥2217(Cln,jy) € Te(An) sedemikian sehingga
S (Cln) < 1 (An) + 5
Selanjutnya, dari (3.3), diperoleh selimut terhitung {C(, ;)}72; €
Kc(An) untuk setiap n € N. Berarti A, C U52,C, ;) untuk setiap
n € N sedemikian sehingga

(3.3)

UnZ14n € URZ1 (U321Clnj)) = U, j)enxnCn,j)- (3.4)

Misalkan koleksi {C, ;) | (n,j) € N x N} dari elemen-elemen C yang
memenuhi (3.3) dan (3.4) di atas dengan K, yaitu

K = {Cluj | (n,7) € N x N}. (3.5)

Dengan menggunakan sebarang penomoran dari N x N, perhatikan
bahwa koleksi K C C dari sub-sub himpunan dari X ini dapat dinya-
takan sebagai

K={C1,Cs---}. (3.6)

Dari (3.5) dan (3.4) perhatikan bahwa K € K¢ (US2, A, ). Oleh karena
itu, dengan menggunakan (3.6), diperoleh

Ep217(Ck) € Te(UpliAn). (3.7)

Sementara itu, (3.6) dan Proposisi 2.4 mengimplikasikan bahwa
YcexT(C) = 232 ,7(C) sedemikian sehingga, dari (3.7), diperoleh
YeoexT(C) € Te(UZ, Ay). Oleh karena itu,

p(UpZiAn) < Zoex(0). (3.8)

Selanjutnya, perhatikan dari (3.5) bahwa K = U,enK,,, dengan ), =
{Cnj) | j € N}. Karena dalam hal ini tidak ada jaminan bahwa K,
dan IC,,, saling lepas untuk setiap ni,ns € N dengan ny # ng, maka
Proposisi 2.5 mengimplikasikan

YoekT(C) < EnGN(ECGKnT(C))' (3.9)
Karena X,en(Scex, 7(C)) = Snen(Zjent(Cn,j))), maka, dari (3.9),
diperoleh

ECEKT(O) S EnEN(EjENT(O(n,j))) (310)
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Oleh karena itu,

1 (UpZyAn) < BeexT(C) (dari (3.8))
< Zren(Zjent(Cn ) (dari (3.10))
=305 (B5217(Cn,))
< I (1 (An) + 57) (dari (3.3))

n

= Solap (An) + X020 (3)" — €

=32 u (An) + ei —€
2

= X011 (An) + e,
yaitu diperoleh p*(USL;A4,) < 22,4*(A4,) + €. Karena ¢ > 0 se-
barang, maka disimpulkan p*(US2 ;1 A4,) < X952, u*(A4,).
Jadi, dari Kasus 1 dan Kasus 2, terbukti bahwa p*(US2,4,) <
Yo 1w*(Ay,) untuk setiap barisan (A,) dari sub-sub himpunan dari X.

Dengan demikian, dari (i), (ii), dan (iii), terbukti bahwa p* adalah suatu ukuran
luar pada X. O

Contoh 3.2.
dengan 7(0)
ukuran luar p

3] Misalkan C = QU{{a, b} | a,b € N} dan 7 : C — [0, oc] didefinisikan
0 dan 7(C) = 2 untuk setiap C' € C lainnya. Akan ditentukan
(F) untuk setiap E C N dengan menggunakan pendefinisian p* yang
diberikan oleh Teorema 3.1.

*

Pertama-tama, definisikan
W (E) = inf {352, 7(Cy) [ {C;}52, € Ke(E)}

untuk setiap £ C N, dengan kesepakatan bahwa inf() = oco. Ambil sebarang
himpunan tak kosong E C N. Dari Definisi 2.2, N merupakan himpunan ter-
bilang sedemikian sehingga N juga merupakan himpunan terhitung. Oleh karena

itu, £ C N dapat dinyatakan sebagai {e1,---,en} untuk suatu N € N dengan
e1, - ,eny € N. Selanjutnya, untuk setiap E = {ej, - ,en}, definisikan
o = [eenvigl  tuk 1<j <kp
! 0 untuk j > kg
dengan
[ — N/2 jika N genap
7L (N+1)2 jika N ganjil

sedemikian sehingga £ C U2 ,C; dan C,Cy, - -+ € C. Berarti {C;}32, € Kc(E).
Perhatikan bahwa U2 C; = E dengan Cj, NC}j, = () untuk setiap ji, jo € N dengan
j1 # jo, sehingga jelas
() = inf {252,7(Cy) | {C))32, € Ke(E))}
oo _ - J{ejenvii—j) untuk 1 <5 < kg
=X727(Cy) | Cj = { 0 untuk § > kg
= E?iﬁ'(cj) + E?ikE+17'(Cj)
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=28 r({ej env1—i}) + 52,117 (0)

k oo
=52+ 572,140

= kp(2)+0
= 2kg
[ 2(N/2) jika N genap
L 2((N+1)/2) jika N ganjil
N jika N genap
| N+1 jika N ganjil
Jadi, ukuran luar p*(F) yang diperoleh untuk setiap E = {e1, -+ ,en} C N dengan

menggunakan pendefinisian p* di atas adalah

" [N jika N genap
H (E)_{N+1 jika N ganjil

Volume dari setiap interval I = (ai,b1) X -+ X (ap,by,) didefinisikan oleh
vol,(I) = (by — ay)--- (b, — ay). Misalkan C adalah koleksi dari semua interval
buka I di R™ dan fungsi 7 : C — [0, c0] didefinisikan sebagai 7(I) = vol,,(I) untuk
setiap I = (a1,b1) X -+ X (an,by) € C. Selanjutnya, definisikan

m’ (E) = inf Zvoln(lj) | {I;}52, € Ke(E) (3.11)

untuk setiap £ C R", dengan K¢(E) adalah koleksi dari semua selimut terhitung
dari E dengan elemen-elemen dari C. (Karena R"™ = U2, (—k, k) x -+ x (=k, k),
dalam hal ini, dapat diamati bahwa akan selalu terdapat suatu selimut terhitung
dari E dengan elemen-elemen dari C untuk setiap £ C R™ [3]. Dengan kata lain,
akan selalu terdapat {1;}52, € K¢ (E) sedemikian sehingga K¢ (E) # (). Oleh karena
itu, {252, v0l, (I;) | {1;}32, € Ke(E)} # 0 untuk setiap £ C R™.)

Perhatikan bahwa kondisi-kondisi yang diberikan di atas memenuhi semua
asumsi untuk pengonstruksian suatu ukuran luar pada R™ yang diberikan oleh
Teorema 3.1. Dari teorema tersebut, dapat disimpulkan bahwa m} adalah suatu
ukuran luar pada R™.

Definisi 3.3. [3] Ukuran luar m} yang diberikan oleh (3.11) disebut dengan
ukuran luar Lebesgue (berdimensi-n) pada R™.

Ukuran luar Lebesgue memenuhi semua sifat ukuran luar yang diberikan oleh
Definisi 2.3.

Akibat 3.4. [5] Ukuran luar Lebesgue m}, : P(R™) — [0, 00] memenuhi sifat-sifat
sebagai berikut.

(z) m:(0) = 0.

(i) m;,(A) < my (B

(4d) my, (U721 (As))
punan dari R™.

) untuk setiap A, B CR"™ dengan A C B.
< X2, mk(A;) untuk setiap barisan (A;)$2, dari sub-sub him-
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Proposisi 3.5. [6] Ukuran luar Lebesgue dari suatu himpunan terhitung adalah
nol.

Bukti. Misalkan C' = {c¢,}?2, adalah sebarang himpunan terhitung di R™ untuk
suatu n € N; ¢ = (¢gy, -+ ,Ck,) dan cgy, -+, ¢, € R, untuk setiap k = 1,2,---.
Misalkan € > 0 sebarang. Untuk setiap k € N, definisikan I}, di R™ dengan

I = (o0 = /75 5 o+ ¥/75) X % ok = Y7 5 o+ V7))

Koleksi terhitung {I;}7° ; dari interval-interval buka di R™ ini adalah suatu selimut
terhitung dari C. Oleh karena itu, dari definisi m}, diperoleh

n
* o0 (oo} n € oo €
0 S mn(C) S Ek:l’UOln(Ik) = EkZl (2 2k+n> = Ek}:127]€ = €.

Jadi, karena 0 < m} (C) < € untuk sebarang e > 0, disimpulkan bahwa m} (C) = 0.
Dengan demikian, karena untuk sebarang himpunan terhitung C' di R™ diperoleh

m’ (C) = 0, maka terbukti bahwa ukuran luar Lebesgue dari suatu himpunan ter-
hitung (di R™) adalah nol. O

4. Kesimpulan

(1) Salah satu metode untuk mengonstruksi suatu ukuran luar pada suatu him-
punan tak kosong diberikan oleh Teorema 3.1.

(2) Ukuran luar Lebesgue merupakan ukuran luar khusus pada R”, sebagaimana
yang diberikan oleh persamaan (3.11).

(3) Ukuran luar Lebesgue memenuhi semua sifat ukuran luar yang diberikan oleh
Definisi 2.3.

(4) Ukuran luar Lebesgue dari suatu himpunan terhitung adalah nol.
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