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Abstrak. Metode pangkat digunakan untuk menghitung pasangan eigen dominan se-
cara numerik. Pada paper ini dibahas penurunan metode pangkat tanpa geseran dan

dengan geseran, serta analisis kekonvergenan dari metode pangkat untuk geseran tetap

dan geseran siklik beserta contoh ilustrasinya.
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1. Pendahuluan

Metode pangkat merupakan metode iteratif numerik dalam menentukan nilai eigen

dominan dari suatu matriks, yaitu nilai eigen yang mutlaknya lebih besar daripada

nilai mutlak nilai eigen lainnya [3]. Rumus iterasi metode pangkat dengan vektor

tebakan awal v(0) diberikan oleh

v(k+1) = (A+ pI)v(k), (1.1)

dimana A adalah matriks berukuran N × N , I matriks identitas, dan p adalah

parameter geseran. Bila p = 0, iterasi (1.1) akan konvergen ke vektor eigen yang

bersesuaian dengan nilai eigen dominan, sedangkan p yang tak nol digunakan untuk

mempercepat kekonvergenan ke nilai eigen dominan atau untuk menggeser kekon-

vergenan ke nilai eigen lain yang diinginkan

Hal terpenting dari metode pangkat terletak pada penentuan nilai eigen dom-

inan dari matriks yang berukuran besar [1]. Matriks tersebut misalnya diperoleh

dari aproksimasi beda hingga pada persamaan diferensial parsial multidimensi. Se-

makin besar ukuran matriks, maka semakin berat beban komputasi yang diperlukan

metode pangkat dalam menghitung nilai eigen dominan. Untuk alasan ini, banyak

peneliti di bidang numerik yang berfokus pada kajian tentang peningkatan laju

kekonvergenan metode pangkat [1, 3].

Sebagaimana yang telah disebutkan sebelumnya, parameter geseran dapat

meningkatkan laju kekonvergenan. Namun belum ada metode sistematik untuk

memilih parameter geseran yang dapat mempercepat laju kekonvergenan dengan

optimal. Langkah yang biasa digunakan adalah mencoba suatu parameter geseran

(disebut geseran tetap) yang membuat metode pangkat konvergen dengan lebih

cepat.
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Pada paper ini akan ditinjau suatu cara alternatif dalam mempercepat kekon-

vergenan metode pangkat, yaitu dengan memperkenalkan suatu barisan siklik dari

parameter-parameter geseran (disingkat geseran siklik). Ide ini dikembangkan per-

tama kali oleh Craig dan Sneyd [2] dan paper ini mengeksplorasi kembali kajian

yang mereka lakukan.

2. Landasan Teori

2.1. Vektor Eigen dan Nilai Eigen

Definisi 2.1. [5] Jika A adalah matriks N ×N , maka vektor taknol v di RN dina-

makan vektor eigen dari A jika Av adalah kelipatan skalar dari v; yakni,

Av = λv (2.1)

untuk suatu skalar λ. Skalar λ dinamakan nilai eigen dari A dan v dikatakan

vektor eigen yang bersesuaian dengan λ. Pasangan (λ,v) disebut sebagai pasangan

eigen dari matriks A.

Definisi 2.2. [3] Jika λ1 adalah nilai eigen dari matriks A yang nilai mutlaknya

lebih besar dari nilai mutlak nilai eigen lainnya, maka λ1 disebut nilai eigen domi-

nan. Vektor eigen v1 yang bersesuaian dengan λ1 disebut vektor eigen dominan.

Pasangan (λ1,v1) disebut sebagai pasangan eigen dominan dari matriks A.

Definisi 2.3. [3] Vektor eigen v dikatakan ternormalkan jika elemen yang paling

besar pada vektor v adalah 1.

Teorema 2.4. [3] Misalkan (λ,v) adalah suatu pasangan eigen dari matriks A.

Jika p suatu konstanta sebarang, maka (λ+ p, v) adalah suatu pasangan eigen dari

matriks A+ pI.

Selanjutnya pandang matriks tridiagonal dalam bentuk

A =



a b

c a b

c
. . .

. . .

. . . a b

c a

 ∈ RN×N , (2.2)

Nilai eigen dari matriks tridiagonal (2.2) diberikan oleh [4]

λs = a+ 2
√
bc cos

(
πs

N + 1

)
, s = 1, · · · , N. (2.3)

2.2. Polinomial Chebyshev

Definisi 2.5. [6] Polinomial Chebyshev TN (x) berderajat N didefinisikan sebagai

TN (x) = cosNθ dengan x = cos θ. (2.4)

Berikut diberikan sifat-sifat dari polinomial Chebyshev.
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Sifat 1. [3] Koefisien dari xN di TN (x) adalah 2N−1 ketika N > 1.

Sifat 2. [3] Misalkan M bilangan bulat nonnegatif. Ketika N = 2M , T2M (x) adalah

fungsi genap, yaitu

T2M (−x) = T2M (x). (2.5)

Ketika N = 2M + 1, T2M+1(x) adalah fungsi ganjil, yaitu

T2M+1(−x) = −T2M+1(x). (2.6)

Sifat 3. [3] TN (x) mempunyai N akar berbeda yang berada pada interval [−1, 1],

yaitu :

xk = cos

(
(2k − 1)π

2N

)
untuk k = 1, 2, · · · , N. (2.7)

Persamaan ini dinamakan absis Chebyshev.

3. Metode Pangkat

Dalam paper ini akan dijelaskan terlebih dahulu penurunan metode pangkat.

Teorema 3.1. [3] Asumsikan matriks A yang berukuran N × N mempunyai N

nilai eigen λ1, λ2, · · · , λN yang berbeda dan terurut sebagai berikut:

| λ1 |>| λ2 |≥| λ3 |≥ · · · ≥| λN | . (3.1)

Jika v(0) dipilih dengan tepat, maka barisan {v(k) = [v
(k)
1 v

(k)
2 · · · v

(k)
N ]T } dan

{ck} yang dibangkitkan secara rekursif oleh

y(k) = Av(k) (3.2)

dan

v(k+1) =
1

ck+1
y(k) (3.3)

dimana

ck+1 = v
(k)
j dan v

(k)
j = max

1≤i≤N
{| v(k)i |}, (3.4)

masing-masing akan konvergen ke vektor eigen dominan v1 dan nilai eigen dominan

λ1, yaitu

lim
k−→∞

v(k) = v1 dan lim
k−→∞

ck = λ1. (3.5)

Penurunan metode pangkat dengan geseran diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 3.2. [3] Misalkan matriks A mempunyai nilai-nilai eigen yang berbeda

λ1, λ2, · · · , λN dan tinjau nilai eigen λj. Maka suatu konstanta p dapat dipilih

sedemikian sehingga µ1 = λj + p adalah nilai eigen dominan dari A+ pI. Selanjut-

nya, jika v(0) dipilih dengan tepat maka barisan {v(k) = [v
(k)
1 v

(k)
2 · · · v

(k)
n ]T } dan

{ck} yang dibangkitkan secara rekursif oleh

y(k) = (A+ pI)v(k) (3.6)
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dan

v(k+1) =
1

ck+1
y(k), (3.7)

dimana

ck+1 = v
(k)
j dan v

(k)
j = max

1≤i≤n
{| v(k)i |}, (3.8)

masing-masing akan konvergen ke vektor eigen dominan vj dan nilai eigen dominan

µ1 dari matriks A + pI. Selanjutnya, nilai eigen yang bersesuaian dari matriks A

diberikan oleh

λj = µ1 − α. (3.9)

Kekonvergenan untuk metode pangkat dengan geseran dijelaskan pada bab se-

lanjutnya.

4. Kekonvergenan Metode Pangkat

4.1. Kekonvergenan untuk Geseran Tetap

Misalkan matriks A yang berukuran N×N mempunyai N nilai eigen λ1, λ2, · · · , λN
yang berbeda dan terurut sebagai berikut :

|λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ · · · ≥ |λN |. (4.1)

Selanjutnya misalkan vj , j = 1, 2, · · · , N , adalah vektor eigen yang bersesuaian

dengan nilai eigen λj . Jelas bahwa (λ1,v1) adalah pasangan eigen dominan.

Berdasarkan asumsi di atas, maka vektor sebarang v(0) dapat dinyatakan sebagai

kombinasi linier dari vektor-vektor eigen dari A, yaitu

v(0) =

N∑
j=1

bivi, (4.2)

dengan bi, i = 1, 2, · · · , N suatu skalar sebarang. Dengan menggunakan persamaan

(3.2) dan (3.3) diperoleh

v(1) =
b1

c1c2 · · · ck−1ck
λk1v1 +

b2
c1c2 · · · ck−1ck

λk2v2 + · · ·+ bN
c1c2 · · · ck−1ck

λkNvN .

v(2) =
b1
c1c2

λ21v1 +
b2
c1c2

λ22v2 + · · ·+ bN
c1c2

λ2NvN ,

...

v(k) =
b1

c1c2 · · · ck−1ck
λk1v1 +

b2
c1c2 · · · ck−1ck

λk2v2 + · · ·+ bN
c1c2 · · · ck−1ck

λkNvN .

(4.3)

Dengan memisalkan αj =
bj

c1c2···ck−1ck
, j = 1, 2, · · ·N , maka persamaan (4.3) dapat

ditulis

v(k) =

N∑
j=1

αjλ
k
jvj . (4.4)
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Jika matriks A diganti menjadi matriks A + pI, dengan p suatu konstanta, maka

berdasarkan Teorema 2.4 dan Teorema 3.2 , persamaan (4.4) menjadi

v(k) =

N∑
j=1

αj(λj + p)kvj , (4.5)

yang merupakan rumus iterasi metode pangkat dengan geseran tetap p. Jelas bahwa

iterasi (4.5) konvergen ke vektor eigen di mana |λi + p| maksimum. Jika p dipilih

sedemikian sehingga

|λ1 + p| >| λN + p | atau |λ1 + p| >| λ2 + p |, (4.6)

maka iterasi (4.5) berdasarkan teorema 3.1 konvergen ke vektor eigen v1 (asumsikan

α1 6= 0). Pada kasus ini laju kekonvergenan ditentukan oleh rasio

q = max

{∣∣∣∣λ2 + p

λ1 + p

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣λN + p

λ1 + p

∣∣∣∣} . (4.7)

Jika

|λ2 + p| = |λN + p| dan λ2 6= λN ,

maka berlaku

p = −1

2
(λ2 + λN ). (4.8)

Dengan menggunakan p pada persamaan (4.8), maka laju kekonvergenan menjadi

optimal dan rasio kekonvergenan menjadi

q =

∣∣∣∣ λ2 − λN
2λ1 − (λ2 + λN )

∣∣∣∣ . (4.9)

Sebagai contoh, misalkan suatu matriks A yang berukuran 6 × 6 mempunyai

nilai eigen λj = 21− j, j = 1, 2, · · · , 6. Karena λ1 adalah nilai eigen dominan, maka

dengan menggunakan metode pangkat tanpa geseran (p = 0), diperoleh vektor eigen

yang konvergen ke vektor eigen v1, dengan rasio laju kekonvergenan q = |λ2|
|λ1| = 19

20 .

Jika diambil p = 17, maka nilai-nilai eigen menjadi 3,±2,±1, 0 dan iterasi vektor

eigen tetap konvergen ke v1 karena nilai eigen λ1 + p dominan. Rasio laju kekon-

vergenannya sekarang diberikan oleh q = |λ2+p|
|λ1+p| = 2

3 . Contoh ini memperlihatkan

bahwa geseran tetap p dapat mempercepat laju kekonvergenan metode pangkat.

Keterbatasan dari metode pangkat dengan geseran tetap dapat diilustrasikan

dengan meninjau matriks tridiagonal simetri berukuran N ×N berikut ini :

A(r) =



1− 2r r 0 · · · 0 0

r 1− 2r r · · · 0 0

0 r 1− 2r · · · 0 0
...

...
. . .

. . .
...

...

0 0 0 · · · 1− 2r r

0 0 0 · · · r 1− 2r


. (4.10)

Berdasarkan persamaan 2.3, nilai eigen dari matriks (4.10) adalah

λj = 1− 4r sin2

(
jπ

2(N + 1)

)
. (4.11)
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Namun kekonvergenan dari metode pangkat dengan geseran tetap tidak mem-

berikan hasil yang signifikan ketika sekumpulan nilai eigen berada di sekitar λ1 ≈ 1

untuk N yang besar. Sebagai contoh, untuk N = 90 dan r = 0.4 diperoleh

λ1 = 0.99952, λ2 = 0.99809, λN = −0.59952, (4.12)

dan geseran optimal adalah

p = −0.199285,

sehingga rasio kekonvergenannya diberikan oleh

q = 0.99821.

Hasil ini hanyalah sebuah peningkatan kecil dibandingkan menggunakan p = 0 yang

memiliki rasio kekonvergenan q = λ2/λ1 = 0.99809/0.99952 = 0.99857.

4.2. Kekonvergenan untuk Geseran Siklik

Pandang suatu pasangan eigen (λ,v) dari suatu matriks. Untuk mempercepat laju

kekonvergenan metode pangkat, Craig dan Sneyd [2] memperkenalkan barisan K -

siklik yang terdiri dari geseran-geseran p1, p2, · · · , pK . Faktor amplifikasi untuk se-

barang nilai eigen λ dalam satu periode siklik adalah

γK(λ) =

K∏
k=1

(λ+ pk). (4.13)

Selanjutnya ingin dicari nilai pk yang akan memaksimumkan nilai |γK(λ1)| atas

nilai |γK(λj)|, j = 2, · · · , N . Karena γK adalah sebuah polinomial berderajat K

dalam λ, maka masalahnya adalah bagaimana membangun suatu polinomial yang

memiliki sifat-sifat yang diinginkan. Solusinya diberikan oleh polinomial Chebyshev

TK(x), yang didefinisikan oleh [2]

TK(x) =

{
cos Kθ, x = cos θ, 0 ≤ x ≤ 1;

cosh Kθ, x = cosh θ, x > 1;
(4.14)

TK(−x) = (−1)KTK(x). (4.15)

Untuk K genap

TK(x) = TK(−x) (4.16)

=

{
cos Kθ, x = cos θ, − 1 ≤ x ≤ 0;

cosh Kθ, x = cosh θ, x < −1;
(4.17)

Untuk K ganjil

TK(−x) = −TK(x) (4.18)

=

{
− cos Kθ, x = cos θ, − 1 ≤ x ≤ 0;

− cosh Kθ, x = cosh θ, x < −1;
(4.19)

Fungsi (4.14) dan (4.15) mempunyai sifat bahwa untuk |x| ≤ 1, kurvanya berisolasi

di antara ±1, sedangkan untuk |x| > 1, kurvanya meningkat dengan tajam untuk
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kasus K = 6 ). Dengan demikian akar-akar βj dari TK(x) semuanya berada pada

interval −1 ≤ x ≤ 1. Akar-akar βj diperoleh sebagai berikut :

x = βj = cos

[(
2j − 1

2K

)
π

]
, j = 1, 2, · · · ,K. (4.20)

Jika digunakan transformasi

x =
λ− c
h

, c =
1

2
(λa + λb), h =

1

2
(λb − λa), (4.21)

maka interval λa ≤ λ ≤ λb dipetakan ke −1 ≤ x ≤ 1. Interval [λa, λb] disebut

”killing interval” karena nilai-nilai eigen dalam interval ini secara umum akan saling

menghilangkan ketika proses iterasi berjalan. Dengan memilih

pi = −βih− c, (4.22)

maka

γK(λ) =
hKTK(x)

2K−1
. (4.23)

Konstanta 2K−1 pada persamaan (4.23) muncul karena koefisien dari xK di TK(x)

adalah 2K−1 (lihat sifat 1). Dengan demikian untuk menentukan nilai eigen dominan

λ1 dipilih ”killing interval” [λN , λ2]. Laju kekonvergenan dalam satu periode siklik

diberikan oleh

qK =
max{| TK(xj) |, j = 2, 3, · · · ,K}

| TK(x1) |
, (4.24)

dimana xj = (λj − c)/h. Karena |TK(xj)| ≤ 1 (dengan kesamaan terjadi ketika

j = 2 dan j = N), maka

qK =
1

|TK(x1)|
. (4.25)

Pemercepatan kekonvergenan metode pangkat untuk geseran siklik ini dapat di-

ilustrasikan dengan memandang kembali matriks tridiagonal simetri (4.10) yang

mempunyai nilai eigen λ1, λ2, dan λN seperti yang diberikan pada (4.12).

Untuk kasus ini diperoleh

c = 0.199285,

h = 0.798805,

x1 = −1.0017901741,

θ = 3.1416− 0.0598i.

Untuk K = 1 diperoleh

T1(x1) = −1.0018,

sehingga rasio kekonvergenannya adalah

q = 0.9982.



Kekonvergenan Metode Pangkat untuk Geseran Tetap dan Geseran Siklik 91

Untuk K = 10 diperoleh

T10(x1) = 1.1842,

sehingga rasio kekonvergenannya adalah

q = 0.9832. (4.26)

Untuk K = 50 diperoleh

T50(x1) = 9.9814

sehingga rasio kekonvergenannya adalah

q = 0.9550. (4.27)

Dari hasil di atas dapat dilihat bahwa kekonvergenan dengan geseran siklik pada

contoh ini semakin cepat ketika nilai K semakin besar.

5. Kesimpulan

Pada tugas akhir ini telah dibahas penurunan metode pangkat tanpa dan dengan

parameter geseran dalam menghitung nilai eigen dominan suatu matriks secara

numerik. Misalkan suatu matriks A berukuran N ×N mempunyai nilai eigen yang

terurut sebagai berikut:

|λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ · · · ≥ |λN |. (5.1)

Tinjau parameter geseran tetap p sedemikian sehingga berlaku

|λ1 + p| >| λN + p | atau |λ1 + p| >| λ2 + p | . (5.2)

Laju kekonvergenan optimal dari metode pangkat dengan geseran p ini ditentukan

oleh rasio

q =

∣∣∣∣ λ2 − λN
2λ1 − (λ2 + λN )

∣∣∣∣ . (5.3)

Laju kekonvergenan dengan menggunakan geseran tetap memiliki keterbatasan

ketika sekumpulan nilai eigen berada di sekitar nilai eigen dominan. Untuk me-

ngatasi hal tersebut, diperkenalkan barisan K− siklik dari parameter-parameter

geseran p1, p2, · · · , pK . Laju kekonvergenan dari metode pangkat dengan geseran

siklik ini ditentukan oleh rasio

qK =
1

|TK(x1)|
, (5.4)

dimana TK(x1) adalah polinomial Chebyshev berderajat K dengan x1 = λ1−c
h ,

c = 1
2 (λN + λ2), dan h = 1

2 (λN − λ2).
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