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Abstrak. Dalam makalah ini diselesaikan sistem persamaan diferensial fraksional linier
orde berbeda menggunakan metode transformasi Laplace. Teorema utama yang menya-
jikan bentuk umum sistem didiskusikan serta beberapa contoh yang mengilustrasikan
teorema utama dipaparkan.

Kata Kunci: Sistem Persamaan Diferensial Fraksional Linier Orde Berbeda, Transfor-
masi Laplace

1. Pendahuluan

Suatu persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat turunan-
turunan dari satu atau lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas.
Suatu sistem persamaan diferensial adalah kumpulan dari persamaan diferensial.
Berdasarkan kelinierannya, sistem persamaan diferensial terbagi atas sistem per-
samaan diferensial linier dan sistem persamaan diferensial non linier. Bentuk umum
dari sistem persamaan diferensial linier adalah sebagai berikut:

Dix(t) = Ax(t) +u(t), x(0)=x¢ (1.1)
d
dimana D; = %’A € R™" x(t) € R" dan u(t) € R™.
Persamaan diferensial fraksional merupakan persamaan diferensial dengan orde

riil positif. Bentuk umum dari sistem persamaan diferensial fraksional linier adalah
sebagai berikut:

Dix(t) = Ax(t) +u(t), x(0)=x0 (1.2)

*penulis korespondensi
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(o3
dimana Dy’ = —— menyatakan operator turunan fraksional. Ada beberapa definisi

dari operator turunan fraksional Dy'. Salah satu yang cukup dikenal adalah operator
turunan fraksional Caputo, yang didefinisikan sebagai:

o 1 / ng)x T
Dix(t) = Tk — o) / = T)ail)—de (1.3)
0

dimana k — 1 < @ < k, k € N. Solusi dari sistem (1.2) dengan D§ adalah operator
turunan Caputo telah diberikan dalam beberapa literatur.

Dalam artikel ini, diselesaikan sistem persamaan diferensial fraksional (1.2)
dalam artian D§x(t) = [D{ai(t) Df‘2x2(t)~~~Dta”$n(t)]T dimana D i =
1,2,---,n, a; tak perlu sama dengan «; untuk j = 1,2,---,n adalah operator
turunan fraksional Caputo dengan menggunakan transformasi Laplace. Penelitian
ini mengelaborasi dari yang telah diteliti oleh Odibat, M.Z [6].

Dalam artikel ini akan diselesaikan sistem persamaan diferensial fraksional orde
berbeda yang berbentuk

Dix(t) = Ax(t), x(0) = x¢ (1.4)
dengan D¢x(t) = [Di'wi(t) D{?aa(t) --- Dta”mn(t)}T, 0 < a; < 1, dimana
Dy i = 1,2,--- ,n adalah operator turunan fraksional Caputo dengan menggu-

nakan transformasi Laplace.

2. Landasan Teori

Beberapa fungsi yang berperan penting dalam pembahasan sistem persamaan
diferensial fraksional linier adalah fungsi Gamma, fungsi Beta dan fungsi Mittag-
Leffler.

Definisi 2.1. [5] Fungsi Gamma dinyatakan sebagai I'(n), didefinisikan sebagai

o0
I(n) = /x”flefz dr, n>0.
0

Definisi 2.2. [5] Fungsi Beta didefinisikan sebagai
1
B(p,q) = [2P7'(1—2)? 'dz, x € R dan p,q € R,
0

dimana p > 0 dan q¢ > 0.

Definisi 2.3. [2] Fungsi Mittag-Leffler satu parameter didefinisikan sebagai

k

E)\ Z)= S
(2) k;() T(Zk+1)
dimana X\ > 0 dan z € C.

Definisi 2.4. [2] Fungsi Mittag-Leffler dua parameter didefinisikan sebagai
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k

Exo(2) = Xty
k=0
dengan A >0, p >0 dan z € C.

Untuk turunan dari fungsi Mittag-Leffler, berlaku

(k+m) 1k
(m)
D B Zklr Ak +m) + p) @1)

Dalam artikel ini metode yang digunakan adalah kaidah Cramer. Implementasi
metode ini diberikan berikut ini

Ax = b, (2.2)

dimana A, «, adalah matriks non singular dengan

I by
To bg
X = danb = | .
T by,
Jika det A # 0, solusi dari (2.2) diberikan sebagai berikut
det(Az) .
P = y 0= la 27 B RAZ)
YT Get(A) "

dimana A; adalah matriks yang diperoleh dengan mengganti kolom ke-i matriks A
dengan vektor b.

Turunan biasa yang biasa kita kenal memiliki orde turunan dalam bentuk bi-
langan bulat positif. Dalam artikel ini akan diperkenalkan turunan fraksional yang
ordenya dalam bentuk bilangan riil positif berupa pecahan. Salah satu turunan
fraksional yang digunakan yaitu turunan fraksional yang dikembangkan oleh Ca-
puto menggunakan transformasi Laplace.

Definisi 2.5. [5] Misalkan f(t) adalah fungsi sedemikian sehingga ng)f(t) ada.
Turunan fraksional Caputo orde o dari fungsi f(t) didefinisikan sebagai
1 & DI f(r)dr

th(t)zr Oft_Toz-‘rlk

dengan k —1 < a < k,k € N.

Definisi 2.6. [4] Misalkan f(t) adalah suatu fungsi dari t. Transformasi Laplace
dari f(t), dinyatakan dengan F(s) atau L[f(t)], didefinisikan sebagai

LIf(t)] = F(s) = / F(t)e=stdt, s e C, (2.3)
0

asalkan integral tersebut ada.

Definisi 2.7. [8] Konvolusi dari dua buah fungsi yang kontinu f(t) dan g(t) didefin-
isikan sebagai berikut
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f@)xg(@t) = | f(t —T)g(T)dr,

Ot —

dimana simbol * menyatakan operator konvolusi.

Teorema 2.8. [5] Jika transformasi Laplace dari fungsi f(t) dan g(t) adalah F(s)
dan G(s) maka

[/ ft—=71) g(r) dT] e stdt,

ft—71) g(r) e *" dr dt,

ft—=7) g(r) e ¢ dr dt,

f(t=7) g(r) e*0=D = dr dt,
ft=7) e d(t — 1) g(7) e dr,

ft—7) e s(t=T) d(t — ) /g(T) e 7 dr.
0

Misalkan a =t — 7, maka

L L/f(t —7) g(7) dT] = O/f(a) e % dao/g(r) e 7 dr,
= F(s)G(s). O

Teorema 2.9. [8] Misalkan L[f(t)] = F(s) dan DY adalah operator turunan frak-
stonal Caputo, maka

LD f(t)] = s“F(s) - fj s@=PD*D (0).
k=1
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Bukti.
o 1 / D&m)f(r)dT
L0 = £ | gy | T |
0
[t
B 1 DTm)f(T)dT
- T(m— a)£ / (t — r)oti-m |’
LO
[t
== (ml, - / (t — 7)1 D f(7)dr
LO

Dengan menggunakan Teorema 2.8 diperoleh

L [Df‘f(t)] = ﬁﬁ [tm—a—l} L [Dt(m)f(t)} ,

1 I'(m — «)
(m—a) sm@

(s - Y S(mk)DEk_”f(O)] :

k=1

1

Smfa

= sF(s) — i s(a_k)DEkfl)f(O).

k=1

Teorema 2.10. [9] Transformasi  Laplace dari  perkalian
tOmte=) DI By (at) adalah

A=p
Am+4p—1) y(m) ] mls A
L t( P Dt E)\yp(at ) = 7(S>‘ — a)m+17 s* # a.

Bukti. Bukti teorema ini menggunakan formula

i (k+ m)!xk B m!
— K (1= x)mtL?

yang buktinya akan diberikan kemudian. Dari formula (2.1) diperoleh

(m) AN (BEm)t (ath)k
D™ E, (at?) =
o Explat?) kZ:O K T+ Am+ p)

B - Y S(mk)Dt(k_”f(O)] :
k=1

fungsi

(2.5)
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Selanjutnya

o0

£ |t DM gy ()] = /e_St tQmto=1) DI B, L (at)dt,

0
T o X (k+m) (at)

_ st t(/\m+p 1) ( dt
/6 > B TO\k+ A xm+p)
0

k=0
_ i (k+m)! ak /e_st (Ok+Am+p—1) 1y
k! T(O\k+Am+ p) ’
k=0 0
_ i (k+m)! a® r |:t()\k+)\m+p—1)j|
pard k! T(Ak+ A m+ p) ’
(k+m)! ak T'(Ak+ Am+p)

M

k! F(Ak + Im + ,0) gAk+Am+p )

x>
Il
=]

(k 4+ m)la®
kls)\k,—i-km-&-p’

Mg

E
I
=3

o0 -k
— g—(Am+p) Z —(k+m)!(a5 ) .

k!
k=0
Dengan menggunakan persamaan (2.4), diperoleh
|
(AmA4-p—1) y(m) M| — ¢—(m+p) m
Lt P DV Ey p(at )] =5 ’ A a5l
_ g~ (mtp) A(mt1) m!

(S)\ _ a)m+1 ’

mlsA =P
T (s —a)mtL

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa

k! (1 —x)mt+1’
k=0
Terlebih dahulu akan dibuktikan bahwa

(1+z)™ = i (T]Z) o, (2.6)

i(k+m)!xk— m!

dan

<_”> = (=1)"Cnsr_1.0)- (2.7)
Misalkan f(z) = (1 + z)™, maka
f@) =1 +2)" = f(0) =
x):m(l—i—x)m ' 5D f( ) =m,
Y=m(m—1)(1+2)""2 = D2f(0) = m(m — 1),
) = m(m — 1)(m — 2)(1 +2)™> - DEF(0) = m(m — 1)(m — 2).
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Dengan menggunakan Deret Maclaurin, yaitu

J(@) = F(0) + 5D F(0) + 5 D2F(0) + D2 (0) 4 -+

diperoleh
x z? z3
f(ar:):1+Fm—|—§m(m—1)+§m(m—1)(m—2)+--~,
2 3

0 x (m=2)! = (m —3)!

=z +mx+§m(m—1)(m72)!+§m(m—1)(m—2)(m73)|

0 m! 9 m! 3

M S o T Bt T

Kemudian,

-n\  (-n)!
( r ) Corlm =)l
_ Cmen—)(n=2) (= (= D)(-n =)t

rl(—n —r)!
_ (-n)(-n—=1)(-n—-2)---(—n—7r+1)
7! ’
_ (-D™n+1)(n+2)---(n+r—1)
7! ’
_ (-)"(n+r—1)n+r—-2)---(n+1)n
r! ’
_ (-)"(n+r—-1(n+r—2)---(n+1)n(n—1)!
il (n—1)V

(=) +r—1)!
rli(n—1)!

_ (1)T(n+:1),
(;n) = (_1)Tc(n+r—1,r)-
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Dari persamaan (2.6) dan (2.7) diperoleh

(142)™ = i(—1)k<m +: - 1)xk,

k=0
<1—@1ﬂ=§3«®k(”+§‘fy—mﬂ

m+k1) &

)

(
(1 ) (m+D) :i(m+1 +k_1)xk,
("

Dengan demikian diperoleh

1 7O°m+kk
e =2 (M)

k=0
_i (m+k)!
T mt kR
:i(m+k)!mk
= mlk! ’
1L & (m+k)!
_ﬁ;} RO
m! = (mtkR)
(1 — z)(m+1) 72 W "

el
I
o

3. Pembahasan

Perhatikan kembali sistem persamaan (1.4). Misalkan

a11 ai2 -+ Qin 1

a21 a22 -+ GA2n €2
=1 . dan x =

Anl Gp2 **° App Tn

Persamaan (1.4) dapat ditulis menjadi

D?ll’l(t) = allxl(t) —+ alg.’Bg(t) + -+ alna:n(t)
szzl’g(t) = agll’l(t) —+ (122.%2(75) —+ -+ agnl'n(t)

Diman(t) = ap1x1(t) + an2xa(t) + -+ + apnn(t)

325

(3.2)
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dengan syarat awal :
21(0) = 10, 22(0) = 20, -+, Tn(0) = zyo.
Dengan melakukan transformasi Laplace pada (3.2), diperoleh

51 X1(s) — 817 L1 (0) = a11 X1(8) + a1aXa(s) + - + a1nXn(s)
592 X5(s) — 527 Lay(0) = a9 X1(8) + aaXa(s) + -+ + an X, (s)

(3.3)
59 X, (8) — 8912, (0) = an1 X1(8) + an2Xa(s) + -+ + apn X (8)
Dengan demikian diperoleh
(a11 — ") X1(s) + a12Xa(s) + - 4+ a1, X (s) = —s* " 1z1(0)
@ Xa(5) + (022 = 5)Kols) 4o b Xals) = =l
an1X1(8) + anaXa(s) + -+ + (apn — $9) Xy (5) = —s% 1, (0).
Persamaan (3.4) dapat ditulis menjadi
B(s)X(s) = L(s), (3.5)
dimana
air —s* app - a1n Xi(s)
a1 Qg — 82 --- azn Xs(s)
B(s) = , X(s) = :
an1 an2 cct Apn — §¥n Xn(s)
dan
—5%17 14 (0)
—522713:5(0)
L(s) =
—s% =1z, (0)

Misalkan B(s) adalah matriks non singular, maka dengan menggunakan aturan
Cramer, diperoleh

det(B;(s))

J(5) =SBy ()

det(B(s))

dimana Bj(s) adalah matriks yang dibentuk dengan mengganti kolom ke-j dari
matriks B(s) dengan vektor L(s). Dari persamaan (3.6) diperoleh

_1 [ det(B;(s))

() =1 g
(1) [det(B(s))

, untuk j =1,2,---,n (3.6)

},j:1,27---,n. (3.7)

Contoh 3.1. Tentukan solusi dari sistem
D} *a(t) 1/8 01 [2] [=(0)] [xo
1/3 = 1 ) 0l = (3.8)
Dy y(t) a vl [y(0) Yo

dimana a € R.
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Dengan menerapkan transformasi Laplace terhadap persamaan (3.8), diperoleh:
—s7122(0) = (é — %) X (s), (3.9)
—s7239(0) = aX(s) — (1 + s*/3)Y (s). (3.10)

Persamaan (3.9) dan (3.10) dapat ditulis menjadi

o) s X0
) Il T 2
Maka
s—1/2
X(s) = —— %o

sl/2 — =

Dengan menggunakan Teorema 2.10, diperoleh
1
.T(t) = E1/2,1 (8t1/2>$0.
Selanjutnya
s—1/2 s—2/3

Y(s)=a Zo +

1 3 yO'
<31/2 _ ;) (s1/3 4+ 1) (s1/3+1)

Dengan menggunakan Teorema 2.10, diperoleh

1416 1 40 — 24+/3i —1++/3i
y(t) = at™'/3 [15E1/6,2/3 <2t1/6) — ———F1/6,2/3 <4f1/6>

39
40 + 24+/3i —1—+/3i 32 — 44 .

- TE1/6,2/3 <4t1/6> %65 B\ jg.0/3(—it'/®)
32 + 44

_|_

G5 E1/6,2/3(it1/6)] xo + E1/3(—t1/3)y0.

Contoh 3.2. Tentukan solusi dari sistem

Dya(t) —200

x z(0) Zo
D2y =10 50] [y|. {9©O)] = |- (3.11)
D24 (1) 0 45] |2 2(0) 2

Dengan menerapkan transformasi Laplace terhadap persamaan (3.11), diperoleh:
—z(0) = (-2 —5)X(s) (3.12)
dan
—s~V24(0) = (5 — sV (s) (3.13)
dan

—s722(0) = 4Y (s) + (5 — s¥/2) Z(s). (3.14)
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Persamaan (3.12), (3.13) dan (3.14) dapat ditulis menjadi:

—x(0) —2—-s5 0 0 X(s)
—s2y0)| =] 0 5-sY2 0 Y(s)|,
—s71/22(0) 0 4 552 | Z(s)
maka
1
X(s) = .
(s) s+ 210

Dengan menggunakan Teorema 2.10, diperoleh
x(t) = exp(—2t)xo.

Selanjutnya

s—1/2

Y(S) = s1/2 _ 590

Dengan menggunakan Teorema 2.10, diperoleh
y(t) = E1/2)1(5t1/2)y0.

Selanjutnya

dg-1/2 §1/2
(si/2 — 52" TS s

Z(S) = Z0-

Dengan menggunakan Teorema 2.10, diperoleh

2(t) = 4812 Dy By a1 (582)yo + By 1 (58Y/%) 2.

4. Kesimpulan

Penyelesaian dari sistem persamaan diferensial fraksional orde berbeda

Dix(t) = Ax(t), x(0) = xo,
dengan D¢x(t) = [Dfay(t) Df2as(t) --- Diman(t)]', 0 < a; < 1, dimana
Dy i=1,2,--- ,n dengan D§ adalah operator turunan fraksional Caputo adalah
_,[det(B;(s))] .
(1) = -1 J =1.2.--- .n.
x]( ) {det(B(s)) y J ) &y ,n
dimana
ain — s a0 aig =57 121 (0)
azt g — S - ag, —5%271a9(0)
B(s) = , , L(s) =
an1 an?2 Cr Uy — SO —s"”_lxn(O)

dan B;(s) adalah matriks yang dibentuk dengan mengganti kolom ke-j dari matriks
B(s) dengan vektor L(s).
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