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Abstrak. Pelabelan merupakan pemetaan bijektif yang memasangkan unsur-unsur graf
(titik atau sisi) dengan bilangan bulat positif. Pelabelan ajaib adalah pelabelan yang

mengakibatkan bobot semua titik sama. Bobot titik merupakan jumlah label titik

tersebut dengan semua sisi yang terkait dengan titik tersebut. Salah satu jenis graf yang
paling umum yaitu graf reguler, yaitu graf dengan derajat semua titiknya sama. Graf

reguler berderajat tiga juga biasa disebut dengan graf kubik. Graf C(7, n) dikontruksi

dengan cara menghubungkan tujuh buah graf siklus sedemikian sehingga membentuk
graf kubik. Dalam tulisan ini akan dibahas pelabelan total titik ajaib super untuk graf

kubik C(7, n).

Kata Kunci : Pelabelan Total Ajaib, Graf Reguler

1. Pendahuluan

Graf dapat diartikan sebagai kumpulan titik (vertex) yang dihubungkan satu sama

lain melalui sisi atau busur (edge). Salah satu topik yang sangat diminati pada

graf adalah pelabelan. Pelabelan merupakan pemetaan bijektif yang memasangkan

unsur pada graf (titik atau sisi) dengan bilangan bulat positif yang disebut label.

Dalam [4] telah diperoleh bahwa graf C(3, n) memiliki pelabelan total titik ajaib

super dengan konstanta ajaib 23n + 2. Pada tulisan ini akan dicari pelebelan total

titik ajaib super untuk graf serupa dengan m lainnya yaitu C(7, n)

2. Pelabelan Pada Graf

Suatu pelabelan dari graf G = (V,E) adalah pemetaan bijeksi dari himpunan

titik V (G) atau himpunan sisi E(G) atau keduanya titik dan sisi V (G) ∪ E(G) ke

himpunan bilangan bulat positif. Jika domain dari pemetaan tersebut adalah him-

punan sisi, maka pelabelan dinamakan pelabelan sisi (edge labeling). Sementara

∗penulis korespondensi
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jika domain pemetaan adalah himpunan titik, maka pelabelan dinamakan pela-

belan titik (vertex labelling). Jika domain adalah himpunan titik dan himpunan

sisi, maka pemetaan tersebut adalah pelabelan total (total labeling).

Misalkan W merupakan himpunan bobot titik pada G, sebuah fungsi

bijeksi f : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, · · · , p + q} dikatakan pelabelan total

titik ajaib pada graf G jika semua anggota himpunan W adalah sama. Dimana,

W = {w(x)|w(x) = f(x) +
∑
y∈Nx

f(xy),∀x ∈ V (G)},

dengan Nx merupakan himpunan sisi-sisi yang terkait dengan x.

Suatu pelabelan total f dikatakan sebagai pelabelan super jika himpunan label

titik didefinisikan sebagai f(V (G)) = {1, 2, · · · , p} dan himpunan label sisi didefin-

isikan sebagai f(E(G)) = {p + 1, p + 2, · · · , p + q}. Jika suatu pelabelan memenuhi

pelabelan total titik ajaib dan pelabelan super, maka pelabelan tersebut merupakan

Pelabelan total titik ajaib super.

3. Graf C(m,n)

Dengan m ≥ 3, diberikan 2 buah graf siklus dengan n titik yang ditulis sebagai

C1
n dan Cm

n serta m− 2 buah graf siklus dengan 2n titik yang ditulis sebagai Cj
2n,

dengan 2 ≥ j ≥ m − 1. Kemudian dibentuk graf kubik yang terdiri dari m buah

graf siklus tersebut yaitu graf C1
n, C2

2n, · · · , Cm−1
2n , Cm

n , dengan n ≥ 3 dan m ≥ 3,

dengan menghubungkan titik-titik berikut :

(1) Titik pada C1
n dengan C2

2n, yaitu dengan menambahkan sisi {v1i v22i−1},
dimana v1i ∈ V (C1

n) dan v22i−1 ∈ V (C2
2n) untuk 1 ≤ i ≤ n.

(2) Titik pada Cj
2n dengan Cj+1

2n , yaitu dengan menambahkan sisi {vji v
j+1
i },

dimana vji ∈ V (Cj
2n) dan vj+1

i ∈ V (Cj+1
2n ) untuk i = 2, 4, · · · , 2n, j =

2, 4, · · · ,m− 3.

(3) Titik pada Cj
2n dengan Cj+1

2n , yaitu dengan menambahkan sisi {vji v
j+1
i },

dimana vji ∈ V (Cj
2n) dan vj+1

i ∈ V (Cj+1
2n ) untuk i = 1, 3, · · · , 2n − 1,

j = 3, 5, · · · ,m− 2.

(4) Titik pada Cm−1
2n dengan Cm

n , yaitu dengan menambahkan sisi {vm−1i vmi/2},
dimana vm−1i ∈ V (Cm−1

2n ) dan vmi/2 ∈ V (Cm
n ) untuk i = 2, 4, · · · , 2n.

Sesuai langkah-langkah diatas dapat dikontruksi bentuk umum graf kubik C(m,n)

dengan m ≥ 3, n ≥ 3 seperti pada Gambar 1.

Seperti yang terlihat pada Gambar 1, sebuah graf C(m,n) memiliki masing-

masing n buah titik pada siklus terdalam dan terluarnya, sedangkan pada siklus

lainnya terdapat masing-masing 2n buah titik. Sehingga

V (C(m,n)) = V (C1
n) ∪ V (Cm

n ) ∪

m−1⋃
j=2

V (Cj
2n)


|V (C(m,n))| = n + n + 2n(m− 2)

= 2n + 2n(m− 2)

= 2n(m− 1).
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Gambar 1. Graf Kubik C(7, n) dan C(m,n).

diperoleh bahwa sebuah graf C(m,n) memiliki 2n(m − 1) buah titik. Selanjutnya

terdapat sebanyak masing-masing n buah sisi pada siklus terdalam dan terluar dan

masing-masing 2n sisi pada siklus lainnya. Pada penghubung antar siklus terdapat

masing-masing n sisi pada m− 1 penghubung. Misalkan bahwa E(Cp) merupakan

himpunan sisi-sisi baru yang ditambahkan pada empat langkah konstruksi C(m,n).

Maka

E(C(m,n)) = E(C1
n) ∪ E(Cm

n ) ∪

m−1⋃
j=2

E(Cj
2n)

 ∪ E(Cp),

|E(C(m,n))| = n + n + 2n(m− 2) + n(m− 1)

= 2n + 2n(m− 2) + n(m− 1)

= 2n(m− 1) + n(m− 1)

= 3n(m− 1)

diperoleh bahwa sebuah graf C(m,n) memiliki 3(m− 1)n buah sisi.

Dari sifat dan bentuk umum graf C(m,n) sebelumnya, dapat diperoleh bahwa

graf C(7, n) memiliki 12n buah titik dan 18n buah sisi.

4. Pelabelan Total Titik Ajaib Super Pada Graf C(7, n)

Pelabelan tiap graf memiliki batasan kemungkinan nilai bobot dalam rentan-

gan tertentu berdasarkan jenis pelabelan. Untuk pelabelan total titik ajaib pada

graf C(7, n), batasan konstanta ajaib yang memungkinkan dapat ditentukan oleh

Teorema 4.1 berikut.

Teorema 4.1. Misalkan graf G = C(m,n) dengan m ≥ 3 dan n ≥ 3. Jika m

merupakan bilangan ganjil dan terdapat suatu pelabelan total titik ajaib f pada G

dengan konstanta ajaib K, maka batasan untuk konstanta ajaib yang memenuhi

adalah 17(m−1)n+4
2 ≤ K ≤ 23(m−1)n+4

2 .

Bukti. (Batas Atas)

Misalkan graf G = C(m,n) dengan m ≥ 3 ganjil dan n ≥ 3. Asumsikan terdapat
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pelabelan total titik ajaib super f dengan suatu bilangan bulat positif K pada

graf tersebut. Perhatikan bahwa tiap bobot titik memuat tiga label sisi dan satu

label titik, sehingga konstanta ajaib maksimum yang dapat diperoleh adalah pada

pelabelan dengan himpunan label minimum pada titik (himpunan label maksimum

pada sisi). Pada graf G terdapat 2(m − 1)n titik dan 3(m − 1)n sisi, sehingga

diperoleh:

f(V (G)) = {1, 2, · · · , 2(m− 1)n},dan

f(E(G)) = {2(m− 1)n + 1, 2(m− 1)n + 2, · · · , 2(m− 1)n + 3(m− 1)n}.

Selanjutnya f merupakan pelabelan total titik-ajaib, oleh karena itu bobot

tiap titiknya sama dan dapat diperoleh dari penjumlahan masing-masing

label titik dengan label tiga sisi terkait. Pada graf G tiap sisi terkait den-

gan dua titik, sehingga setiap label sisi dihitung dalam dua bobot titik. Oleh

karena itu jika bobot tiap titik dijumlahkan, maka nilainya adalah jumlah

semua label titik ditambah dengan dua kali jumlah label sisi. Misalkan

jumlah semua bobot titik adalah tK, maka tK dapat ditulis sebagai berikut,

tK =

2(m−1)n∑
i=1

f(vi) + 2

3(m−1)n∑
i=1

f(ei), dengan vi ∈ V (G) dan ei ∈ E(G)

= (1 + 2 + · · ·+ 2(m− 1)n) + 2[(2(m− 1)n + 1) + (2(m− 1)n + 2) + · · ·+
(2(m− 1)n + 3(m− 1)n)]

= (1 + 2 + · · ·+ 2(m− 1)n) + 2[(2(m− 1)n + 1) + (2(m− 1)n + 2) + · · ·+
(5(m− 1)n)].

Menggunakan rumus deret aritmatika diperoleh:

tK =
2(m− 1)n

2
× (1 + 2(m− 1)n) + 2×

(
3(m− 1)n

2
× [2(m− 1)n + 1 + 5(m− 1)n]

)
= (m− 1)n× (1 + 2(m− 1)n) + 3(m− 1)n× [2(m− 1)n + 1 + 5(m− 1)n]

= (m− 1)n× (1 + 2(m− 1)n) + 3(m− 1)n× [7(m− 1)n + 1]

= (m− 1)n× [1 + 2(m− 1)n + 3× (7(m− 1)n + 1)]

= (m− 1)n× [1 + 2(m− 1)n + 21(m− 1)n + 3]

= (m− 1)n× [23(m− 1)n + 4]. (4.1)

Pada graf C(m,n) terdapat sebanyak 2(m − 1)n buah titik. Oleh karena itu jika

bobot semua titik sama yaitu K, maka dapat diperoleh persamaan berikut,

tK = 2(m− 1)nK. (4.2)

Dengan membandingkan Persamaan (4.1) dengan Persamaan (4.2) dapat diperoleh,

2(m− 1)nK = (m− 1)n× [23(m− 1)n + 4]

K =
(m− 1)n× [23(m− 1)n + 4]

2(m− 1)n

=
23(m− 1)n + 4

2
. (4.3)
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Karena m merupakan bilangan ganjil, maka untuk sebarang bilangan bulat n pada

Persamaan (4.3) berlaku,

K =
23(m− 1)n + 4

2

=
23

genap︷ ︸︸ ︷
(m− 1)n

2︸ ︷︷ ︸
bulat

+2.

Terdapat suatu bilangan bulat positif K =
23(m− 1)n + 4

2
untuk konstanta ajaib

maksimum pada pelabelan total titik ajaib pada graf C(m,n) dengan m ganjil.

(Batas Bawah)

Untuk konstanta ajaib minimum didapatkan dari pelabelan dengan himpunan label

maksimum pada titik (himpunan label minimum pada sisi) dengan cara yang sama

dengan mencari bobot maksimum, jumlah bobot minimum tK dapat ditulis,

tK =

2(m−1)n∑
i=1

f(vi) + 2

3(m−1)n∑
i=1

f(ei), dengan vi ∈ V (G) dan ei ∈ E(G)

= (3(m− 1)n + 1 + 3(m− 1)n + 2 + · · ·+ 3(m− 1)n + 2(m− 1)n)

+2[1 + 2 + · · ·+ 3(m− 1)n]

= (3(m− 1)n + 1 + 3(m− 1)n + 2 + · · ·+ 5(m− 1)n) + 2[1 + 2 + · · ·+
3(m− 1)n].

Dengan menggunakan rumus deret aritmatika diperoleh

tK =
2(m− 1)n

2
× (3(m− 1)n + 1 + 5(m− 1)n) + 2×

(
3(m− 1)n

2
× [1 + 3(m− 1)n]

)
= (m− 1)n× [8(m− 1)n + 1] + 3(m− 1)n× [1 + 3(m− 1)n]

= (m− 1)n× (8(m− 1)n + 1) + 3× [1 + 3(m− 1)n])

= (m− 1)n× [8(m− 1)n + 1 + 3 + 9(m− 1)n)]

= (m− 1)n× [17(m− 1)n + 4]. (4.4)

Dengan membandingkan Persamaan (4.2) dengan Persamaan (4.4) diperoleh,

2(m− 1)nK = (m− 1)n× [17(m− 1)n + 4]

K =
(m− 1)n× [17(m− 1)n + 4]

2(m− 1)n

=
17(m− 1)n + 4

2
. (4.5)

Karena m merupakan bilangan ganjil, maka untuk sebarang bilangan bulat n pada
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Persamaan (4.5) berlaku,

K =
17(m− 1)n + 4

2

=
17

genap︷ ︸︸ ︷
(m− 1)n

2︸ ︷︷ ︸
bulat

+2.

Terbukti bahwa konstanta ajaib minimum pada pelabelan total titik ajaib pada

graf C(m,n) dengan m ganjil adalah K =
17(m− 1)n + 4

2
.

Selanjutnya Teorema 4.2 berikut menjamin bahwa sebuah graf kubik C(7, n)

memiliki pelabelan total titik ajaib super dengan konstanta ajaib K∗ = 69n + 2.

Teorema 4.2. Misalkan G merupakan graf C(7, n) dengan n ≥ 3. Terdapat pela-

belan total titik ajaib super f pada G, dimana f : V (G) → {1, 2, · · · , 12n},
f : E(G)→ {12n+1, 12n+2, · · · , 12n+18n} dengan konstanta ajaib K∗ = 69n+2.

Bukti. Misalkan graf G = C(7, n) dengan |V (G)| = 12n dan |E(G)| = 18n, dan

didefinisikan pelabelan f : V (G) ∪ E(G)→ {1, 2, · · · , 30n} sebagai berikut.

(i) Pelabelan titik vji

f(vji ) =



i, untuk j = 1, i = 1, 2, · · · , n
(2j − 3)n + i+1

2 , untuk j = 2, 4, 6, i ≡ 1 ( mod 2)

(2j − 2)n + i
2 , untuk j = 2, 4, 6, i ≡ 0 ( mod 2)

(2j − 2)n + i+1
2 , untuk j = 3, 5 i ≡ 1 ( mod 2)

(2j − 3)n + i
2 , untuk j = 3, 5 i ≡ 0 ( mod 2)

12n, untuk j = 7, i = 1

11n + i− 1, untuk j = 7, i 6= 1.

(ii) Pelabelan sisi (vji v
j
i+1)

f(vji v
j
i+1) =



53−j
2 n− i + 1, untuk j = 1, 7, i = 1, 2, · · · , n

(23 + 2j)n− i+1
2 + 1, untuk j = 2, 3, i ≡ 1 ( mod 2)

(30− 3j)n− i
2 + 1, untuk j = 2, 3, i ≡ 0 ( mod 2)

(38− 2j)n− i+1
2 + 1, untuk j = 4, 5, i ≡ 1 ( mod 2)

(15 + j)n− i
2 + 1, untuk j = 4, 5, i ≡ 0 ( mod 2)

25n− i+1
2 + 1, untuk j = 6, i ≡ 1 ( mod 2)

22n− i
2 + 1, untuk j = 6, i ≡ 0 ( mod 2).
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(iii) Pelabelan sisi (vji v
j+1
h )

f(vjhv
j+1
i ) =



18n, untuk j = 1, i = 1

17n + i− 1, untuk j = 1, i 6= 1

16n + i
2 , untuk j = 2, i ≡ 0 ( mod 2)

16n, untuk j = 3, i = 1

15n + i+1
2 − 1, untuk j = 3, i ≡ 1 ( mod 2), i 6= 1

14n + i
2 , untuk j = 4, i ≡ 0 ( mod 2)

14n, untuk j = 5, i = 1

13n + i+1
2 − 1, untuk j = 5, i ≡ 1 ( mod 2), i 6= 1

12n + i
2 , untuk j = 6, i ≡ 0 ( mod 2).

Misalkan wf menyatakan bobot titik dari graf C(7, n). Berdasarkan pelabelan

f , bobot titik vji pada graf C(7, n) untuk semua i ∈ {1, 2, · · · , n}, j ∈ {1, 2, · · · , 7}
adalah sebagai berikut,

1. Bobot titik terhadap pelabelan f dari titik v1i , i ∈ {1, 2, · · · , n}

wf (v1i ) = 0 + 26n + 1 + 26n + 1 + 17n = 69n + 2.

2. Bobot titik terhadap pelabelan f dari titik v2i , v3i , v4i , v5i , v6i , i ∈
{1, 3, · · · , 2n− 1}

wf (v2i ) = n + 27n + 1 + 24n + 1 + 17n = 69n + 2

wf (v3i ) = 4n + 29n + 1 + 21n + 1 + 15n = 69n + 2

wf (v4i ) = 5n + 30n + 1 + 19n + 1 + 15n = 69n + 2

wf (v5i ) = 8n + 28n + 1 + 20n + 1 + 13n = 69n + 2

wf (v6i ) = 9n + 25n + 1 + 22n + 1 + 13n = 69n + 2.

3. Bobot titik terhadap pelabelan f dari titik v2i , v3i , v4i , v5i , v6i , i ∈
{2, 4, · · · , 2n}

wf (v2i ) = 2n + 24n + 1 + 27n + 1 + 16n = 69n + 2

wf (v3i ) = 3n + 21n + 1 + 29n + 1 + 16n = 69n + 2

wf (v4i ) = 6n + 19n + 1 + 30n + 1 + 14n = 69n + 2

wf (v5i ) = 7n + 20n + 1 + 28n + 1 + 14n = 69n + 2

wf (v6i ) = 10n + 22n + 1 + 25n + 1 + 12n = 69n + 2.

4. Bobot titik terhadap pelabelan f dari titik v7i , i ∈ {1, 2, · · · , 2n}

wf (v7i ) = 11n + 23n + 1 + 23n + 1 + 12n = 69n + 2.

Karena bobot semua titik sama, dapat disimpulkan bahwa graf (7, n) mempunyai

pelabelan total titik ajaib dengan K∗ = 69n + 2. Selanjutnya karena himpunan

bilangan bulat terurut terbesar dilabelkan kepada himpunan sisi dan himpunan

bilangan bulat terurut terkecil dilabelkan kepada himpunan titik pada graf, maka

pelabelan tersebut adalah pelabelan super.
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Pada Gambar 2 diberikan contoh pelabelan total titik ajaib super pada graf

C(7, 4).

Gambar 2. Pelabelan total titik ajaib super pada graf C(7, 4)

5. Kesimpulan

Graf kubik C(m,n) dikontruksi dari dua buah graf siklus Cn dan m− 2 buah graf

siklus C2n dengan n ≥ 3. Pelabelan total titik ajaib pada C(m,n) memiliki batasan

kemungkinan konstanta ajaib yaitu
17(m− 1)n + 4

2
≤ K ≤ 23(m− 1)n + 4

2
. Pada

m = 7, graf C(7, n) memiliki pelabelan total titik ajaib super dengan konstanta

ajaib K∗ = 69n + 2.
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