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Abstrak. Misal terdapat graf G = (V, E) dengan |V| = p dan |E| = ¢q. Suatu Graf G
merupakan graf total sisi-ajaib jika terdapat pemetaan bijektif A dari V(G) U E(G) ke
himpunan {1,2,3,---,p + ¢}, dengan sifat bahwa untuk setiap sisi pada graf tersebut
jumlah label sisi dan label kedua titik ujungnya sama. Graf G dikatakan graf total
ajaib super jika f(V(G)) = {1,2,3,--- ,p}. Berkaitan dengan hal tersebut diperkenalkan
konsep defisiensi sisi-ajaib (super) dari suatu graf. Konsep ini menyatakan seberapa dekat
suatu graf dengan suatu graf yang mempunyai pelabelan total sisi-ajaib (super). Pada
tulisan ini akan dikaji kembali tentang defisiensi sisi-ajaib super dari graf kipas.

Kata Kunci: Graf kipas, pelabelan ajaib, defisiensi sisi-ajaib super

1. Pendahuluan

Suatu graf G adalah suatu pasangan terurut (V(G), E(G)), dengan (V(G) adalah
himpunan tidak kosong yang elemen-elemennya disebut titik dari G, dan E(G)
adalah himpunan (mungkin kosong) yang elemen-elemennya disebut sisi dari G.

Bagian graf yang banyak diminati oleh kalangan peneliti adalah pelabelan graf.
Pelabelan graf pada suatu graf G adalah suatu pemetaan bijektif dari setiap ele-
men graf ke bilangan bulat positif, yang mana bilangan tersebut disebut dengan
label. Elemen-elemen graf yang dipetakan dapat berupa himpunan titik, himpunan
sisi, atau kombinasinya. Jika domain dari fungsi tersebut adalah himpunan titik,
maka pelabelannya disebut pelabelan titik. jika domain dari fungsi tersebut adalah
himpunan sisi, maka pelabelannya disebut pelabelan sisi. Jika domain dari fungsi
tersebut adalah himpunan titik dan himpunan sisi, maka pelabelannya disebut pela-
belan total.

Dalam pelabelan total dikenal istilah pelabelan total sisi-ajaib. Suatu pelabelan
total sisi ajaib pada graf G = (V, E) adalah pemetaan satu-satu A dari V(G) U
E(G) ke {1,2,---,p + q} sedemikian hingga untuk setiap sisi xy di G berlaku
A(x) + May) + AM(y) = k, untuk suatu bilangan bulat & positif. Pada suatu graf G,
pelabelan total sisi-ajaib super adalah pelabelan total sisi-ajaib dimana label-label
terkecil menjadi label titik, atau dapat dituliskan f(V(G)) ={1,2,3,---,p}.

Berkaitan dengan pelabelan total sisi-ajaib super, diperkenalkan defisiensi sisi-
ajaib super yang didefinisikan sebagai suatu bilangan bulat tak negatif terkecil n
sedemikian sehingga G |JnK; merupakan suatu graf total sisi-ajaib super dengan
K, adalah graf lengkap berderajat nol, atau tak berhingga jika bilangan bulat n
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tersebut tidak ada. Pada tulisan ini akan dikaji kembali tentang defisiensi sisi-ajaib
super pada graf kipas.

Lema 1.1. [1] Graf G adalah ajaib super jika dan hanya jika terdapat fungsi bijektif
f(V)={1,2,3,--- ,p} sehingga himpunan S = {f(u) + f(v) | uv € E(G)} memuat
q bilangan bulat berurutan. Dalam hal ini f dapat diperluas menjadi suatu pelabelan
agaib super dari G dengan konstanta ajaib C = p 4+ q + min(S).

2. Defisiensi Sisi-Ajaib Super dari Graf Kipas

Graf kipas F),, n > 3 adalah graf yang diperoleh dengan cara menghapus satu sisi di
lingkaran C), yang terdapat pada graf roda W,,. Banyak titik pada graf kipas adalah
|[V(F,)| =n+ 1 dan banyak sisinya adalah |E(F),)| = 2n — 1. Titik pusat dari Fj,,
dinotasikan ¢, adalah titik yang berderajat n. Sementara titik-titik lainnya dino-
tasikan dengan vy,vg, -+ ,v,. Dalam [3] telah ditunjukkan oleh Figueroa-Centeno
dkk. bahwa graf kipas F'n merupakan graf ajaib super jika dan hanya jika 1 < n < 6.
Jadi defisiensi ajaib super dari F'n adalah 0 untuk 1 <n <6.

Untuk 7 < n < 11, defisiensi ajaib supernya adalah 1. Ini berarti bahwa graf
F,, U K7 adalah graf total sisi-ajaib super. Hal tersebut dapat ditunjukkan dengan
memberikan label 4 untuk titik pusat, dan titik-titik vy, vs,--- , v, berturut-turut
diberi label sebagai berikut.

e Untuk n = 7 label titiknya adalah : 7,5,9,6,2, 1,3, dengan K; diberi label

8.

e Untuk n = 8 label titiknya adalah : 5,8,7,10,6,2,1,3, dengan K; diberi
label 9.

e Untuk n = 9 label titiknya adalah : 5,11,8,10,7,6,2,1, 3, dengan K; diberi
label 9.

e Untuk n = 10 label titiknya adalah : 10,8,11,9,12,5,6,2,1, 3, dengan K;
diberi label 7.

e Untuk n = 11 label titiknya adalah : 8,11,9,12,10,13,5,6,2,1,3, dengan
K diberi label 7,

Selanjutya untuk 12 < n < 16, diperoleh bahwa pus(F,) = 2, seperti yang
ditunjukkan pada pelabelan terhadap F;, U 2K; berikut.

e untuk n = 12, titik pusat dan titik vy, vs, - - - , v, berturut-turut diberi label
13,15,11,14,9,4,8,3,7,2,6, 1,5, sementara titik-titik pada 2K, diberi label
10 dan 12.

e untuk n = 13, titik pusat dan titik vy, va, - - - , v, berturut-turut diberi label

15,13,14,16,10,5,9,4,8,3,7,2,6, 1, sementara titik-titik pada 2K; diberi
label 11 dan 12.

e untuk n = 14, titik pusat dan titik vy, vs, - - , v, berturut-turut diberi la-
bel 16,14,15,17,11,5,10,4,9,3,8,2,7, 1,6, sementara titik-titik pada 2K,
diberi label 12 dan 13.

e untuk n = 15, titik pusat dan titik vy, vo, - - - , v, berturut-turut diberi label
16,15,14,18,17,11,5,10,4,9,3,8,2,7,1,6, sementara titik-titik pada 2K,
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diberi label 12 dan 13.

e untuk n = 16, titik pusat dan titik vy, ve, - - - , v, berturut-turut diberi label
16,15,14,18,19,17,11,5,10,4,9,3,8,2,7,1,6, sementara titik-titik pada
2K diberi label 12 dan 13.

Pada teorema berikut diberikan batas atas dari defisiensi ajaib super untuk graf
F,,, di mana n > 17.

Teorema 2.1. Jika n > 17, maka defisiensi sisi-ajaib super untuk graf F,, adalah
prs(Fn) < L%(n -2)].

Bukti. Misalkan H = F,, U |1 (n — 2)|K; dengan

V(H)={v]1 <i<n}U{y|l1 <i< L%(n— )|} u{c}
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Gambar 2.1. Graf F,, U I_%(n —2)|K;.

Konstruksikan pelabelan titik g : V(H) — {1,2,3,--- ,p}, dengan p=n+ 1+
|1(n — 2)] sebagai berikut.

%i, jika x = v; untuk ¢ genap,
g(z) =< [3(n+1+41i)], jika z =v; untuk i ganjil,
1321, x=c.

dan label pada interval [n+1, | 2 |) digunakan sebagai label dari sebanyak | 1(n—2)|

buah K;. Perhatikan bahwa

e Untuk ¢ genap berlaku

g(v;) + g(vis1) = %z + L%(n +141+14)]

%H— L%(n+2+i)]

L%i+%(n+2+i)J

= L%(n—l—?-ﬁ-%)]7
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e Untuk ¢ ganjil berlaku

ovis1) +g(v) = 5+ 1)+ L300+ 1+)]

2
= [5G+ D+ 3 143)]

1
= Li(n +2+2i)].
Diperoleh himpunan jumlah label titik pada lintasan adalah sebagai berikut.
1
{g(wi) +g(vip )1 <i<n—1} = {Li(n—i- 2i+2)]|1 <i<n}.

Selanjutnya dengan menjumlahkan label titik-titik pada lintasan dengan label
titik pusat, diperoleh himpunan jumlah label titik pada sisi-sisi di jari-jari.

e Untuk n genap berlaku

(3n +1), untuk ¢ genap,

9(e) +g(vi) = { (4n + 1+ 1), untuk i ganjil,

[N

e Untuk n ganjil berlaku

%(?m —1+41), untuk ¢ genap,
1(4n —1+14), untuk i ganjil,

o(6) +t0) = {
Maka diperoleh himpunan jumlah label titik
S ={g(x) +g(y)lzy € E(H)}

{{g+2,§+3,-~-,3’2”,32"+1,---,2n+1,~-~,52" , untuk n genap,
= +3 ntb 3n—1 3n+1 5n—1 . .
RIS BRI L SRS SRR e 20— 1,2n, -, 20—}, untuk @ ganjil,

Berdasarkan Lema 1.1, pelabelan g dapat diperluas menjadi suatu pelabelan
ajaib super pada H dengan konstanta ajaib sebagai berikut.

(1) Untuk n genap, banyaknya titik H adalah p = n+ 1+ [§(n — 2)], banyaknya
sisi H adalah 2n — 1 dan min(S) = § 4+ 2, maka diperoleh

k = p+ ¢+ min(S),
1 n
:n+1+L§(n—2)J+2n—1+§+2,

1 n
=3n+-(n—1)+—-+2
ntgn—1)+5+2

=4n+ 1.
(2) Untuk n ganjil, banyaknya titik H adalah p = n+1+|3(n—1—2)], banyaknya
sisi H adalah 2n — 1 dan min(S) = 243, maka diperoleh

k = p+ ¢+ min(S),

1 3
=n+1+L§(n—1—2)J+2n—1+i,

2
n—+3
2 )

1
:3n—|—§(n—3)—|—

= 4n.
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Selanjutnya, pada pelabelan graf total sisi ajaib super berlaku
Ax) + Alzy) + Ay) = k,
sehingga label pada sisi-sisinya adalah
Azy) =k = (A(z) + AMy)),

dengan z,y € V(F,U|3(n—2)|K;) danzy € E(F,U|1(n—2)]K). Jadi py(F,) <
[1(n—2)]. O

3. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan diatas dapat disimpulkan bahwa untuk defisiensi sisi-ajaib
super pada suatu graf kipas (F,) adalah sebagai berikut.

0, , untuk 1 <n <6,
() = 1, ,untuk 7 <n <11
s 2, , untuk 12 < n < 16,
|2(n—2)], untuk n lain.
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