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Abstrak. Bilangan terhubung pelangi didefinisikan sebagai banyaknya warna minimum
yang dibutuhkan untuk membuat graf G menjadi terhubung pelangi, dengan syarat sisi
yang termasuk dalam lintasan pelangi tidak boleh memiliki warna yang sama. Bilangan
terhubung pelangi disimbolkan dengan r¢(G). Seiring berkembangnya ilmu pengetahuan
dan penelitian, maka bilangan terhubung pelangi mulai diterapkan ke dalam operasi
graf. Penelitian ini menggunakan operasi korona untuk mengetahui bilangan terhubung
pelangi dari graf antiprisma (APy,) dan graf lengkap (K4). Berdasarkan hasil penelitian,
maka diperoleh teorema bilangan terhubung pelangi dari graf (AP, ® K4) = 2m untuk
3 < m < 7 dan bilangan terhubung pelangi dari graf (K4 ©® APy) = 4 untuk m =
{3,4} A 2m — 2 untuk 5 < m < 9, m ganjil A 2m untuk 5 < m < 9,m genap.

Kata Kunci: Bilangan Terhubung Pelangi, Graf Antiprisma dan Graf Lengkap, Operasi
Korona

1. Pendahuluan

Dalam kehidupan sehari-hari banyak masalah yang memerlukan solusi. Matematika
merupakan salah satu bidang ilmu yang bisa menyelesaikan atau memecahkan
permasalahan dalam kehidupan nyata [9]. Salah satu ilmu matematika yang banyak
digunakan sebagai alat bantu untuk menggambarkan suatu permasalahan agar lebih
mudah dipahami dan diselesaikan adalah teori graf. Pada tahun 1736, seorang
matematikawan berasal dari Swiss bernama Leonhard Euler memperkenalkan teori
graf dalam tulisannya, yang berisi tentang pemecahan masalah Jembatan Konis-
berg. Leonhard Euler menyelesaikan permasalahan tersebut dengan memodelkan ke
dalam bentuk graf [1].

Topik yang sedang banyak dikembangkan pada teori graf adalah masalah
tentang pewarnaan graf. Pewarnaan graf terbagi menjadi tiga kelompok, yaitu
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pewarnaan sisi, pewarnaan titik dan pewarnaan wilayah [11]. Pada penelitian
ini, peneliti tertarik untuk membahas masalah tentang pewarnaan sisi. Karena
pewarnaan sisi ini banyak diterapkan dalam kehidupan sehari-hari, misalnya pada
masalah penjadwalan dengan memberi jumlah minimum warna [1]. Salah satu
konsep dari pewarnaan sisi adalah bilangan terhubung pelangi, yang disimbolkan
dengan r¢(G). Bilangan terhubung pelangi didefinisikan sebagai banyaknya warna
minimum yang dibutuhkan untuk membuat graf G menjadi terhubung pelangi,
dengan syarat sisi yang termasuk dalam lintasan pelangi tidak boleh memiliki warna
yang sama [4].

Seiring berkembangnya ilmu pengetahuan dan penelitian, maka bilangan
terhubung pelangi mulai diterapkan ke dalam operasi graf. Operasi graf merupakan
salah satu cara untuk memperoleh graf. Adapun jenis operasi yang digunakan
pada penelitian ini adalah operasi korona [8]. Operasi korona adalah operasi
yang dilakukan dengan cara mengambil satu salinan misalnya graf G, kemudian
ditempelkan pada graf yang berbeda atau misalnya graf H, dengan syarat graf G
tersebut ditempelkan pada masing-masing titik yang berada di graf H, dan setiap
titik di graf G yang berhadapan langsung dengan graf H dihubungkan oleh sebuah
lintasan.

Selanjutnya, berdasarkan hasil pencarian literatur yang ada, berikut ini
beberapa topik penelitian terdahulu yang telah dikaji dan dikembangkan dalam
bilangan terhubung pelangi. Hader [7] mengkaji topik tentang bilangan terhubung
pelangi pada graf korona kipas dan roda dengan graf trivial, Chartrand et al. [4]
telah mengkaji topik tentang rainbow connection pada graf, Dafik dan Darmawan
[5] telah mengkaji topik tentang bilangan terhubung pelangi (rainbow connection
number) dari graf prisma dan perkalian dua graf. Pada penelitian ini, peneliti ter-
tarik untuk mengkaji bilangan terhubung pelangi dengan menggunakan operasi ko-
rona pada graf antiprisma (AP,,) dan graf lengkap (K4). Tujuan penelitian ini
adalah untuk mencari bilangan terhubung pelangi dari graf antiprisma (AP,,) dan
graf lengkap (K4) dengan menggunakan operasi korona. Sehingga akan diperoleh
dua teorema yaitu, bilangan terhubung pelangi pada graf hasil operasi korona graf
antiprisma dan graf lengkap (AP,, ® K4), kemudian bilangan terhubung pelangi
pada graf hasil operasi korona graf lengkap dan graf antiprisma (K4 ® AP,,). Se-
hingga artikel ini diharapkan dapat menambah wawasan dalam bidang teori graf
mengenai pewarnaan graf, khususnya bilangan terhubung pelangi.

2. Landasan Teori
2.1. Graf Lengkap, Graf Antiprisma dan Operasi Corona

Graf lengkap (Complete graph) adalah graf sederhana yang setiap titiknya berte-
tangga dengan titik lainnya. Graf lengkap dengan m titik disimbolkan dengan K,,.
Setiap titik pada K, berderajat m — 1, sehingga banyaknya sisi pada graf lengkap
yang terdiri dari m buah titik adalah W sisi [4].

Graf antiprisma (AntiPrism graph) adalah sebuah graf yang terbentuk dari
gabungan 2 buah graf, yaitu graf sikel luar dan graf sikel dalam yang berorde m titik,

dimana setiap titik yang berhadapan saling terhubung langsung. Graf antiprisma
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dengan m buah titik dilambangkan dengan AP,,. Graf antiprisma mempunyai titik
sebanyak 2m dan sisi sebanyak 4m, dimana m > 3 [6].

Graf hasil operasi korona dari dua graf G dan H didefinisikan sebagai graf
yang diperoleh dengan mengambil sebuah duplikat dari graf G dan |V(G)| duplikat
Hy,Hy, Hs, - -+, Hyy (g dari H, selanjutnya dengan menghubungkan titik ke-7 dari
G ke setiap titik di H; dimana i = 1,2,3, ---, |[V(G)|. Operasi korona disimbolkan
dengan G (O H [10].

2.2. Bilangan Terhubung Pelang:

Pewarnaan sisi pada graf G disebut pelangi sisi terhubung (rainbow edge connection)
jika setiap titik pada graf G dihubungkan oleh sebuah lintasan yang memiliki warna
berbeda pada setiap sisi. Bilangan terhubung pelangi (rainbow connection number)
pada graf G didefinisikan sebagai minimum warna yang dibutuhkan untuk membuat
graf G menjadi pelangi sisi terhubung. Bilangan terhubung pelangi dari graf G
disimbolkan dengan rc¢(G) [4].

Teorema 2.1. [4] Jika G adalah graf terhubung tak trivial dengan ukuran m dan
diam(G) = max{d(u,v)|u,v € V(G)}, maka

diam(G) < rc(G) < m.

3. Bilangan Terhubung Pelangi Untuk Graf Hasil Operasi Korona
Graf Antiprisma dan Graf Lengkap AP,, () K4

Misalkan m adalah bilangan bulat positif. Graf AP,, merupakan graf antiprisma
dengan ukuran m titik, dimana m > 3. Sedangkan graf K, merupakan graf lengkap
dengan 4 titik. Maka operasi korona untuk graf antiprisma dan graf lengkap, dino-
tasikan dengan (AP, ® K4), untuk 3 < m < 7. Selanjutnya tuliskan G = AP,,0 Ky,
maka himpunan titik dan himpunan sisi G adalah sebagai berikut.
V(G) = {ui, Ui|i S [1,m]} U {ui,j, Ui,j‘i S [17m],j S [1,4]},
E(G) = {uiu”l,viviﬂ\i S [l,m — 1]} U {’LLZ’UZ"L € [l,m]} U {uivi+1|i S [1,m — 1]}
U {umut, U v1, umvr U {ugug g, vivg jli € [L,m], j € [1,4]}
U {ui jti 1, 03,503 541 € [Lm], j € [1,3]} U {uiauia, vigviali € [1,m]},
U {ui jui 2, vijvij2li € [1,m], j € [1,2]}.
Berikut diberikan bilangan terhubung pelangi untuk graf AP, () Kjy.

Teorema 3.1. Misalkan m adalah bilangan bulat positif. Graf AP,, adalah graf
antiprisma dengan ukuran m titik, dimana 3 < m <7 dan K4 adalah graf lengkap
dengan 4 titik. Jika G = (AP, ® Ky), maka :

m+ 1, untuk m = 3,
diam(G) = ¢ m, untuk m =4 dan m =5,
m — 1, untuk m =6 dan m = 7.
re(G) = 2m.
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Bukti. Berdasarkan Teorema 2.1, diketahui r¢(G) > diam(G). Sehingga untuk
membuktikan Teorema 3.1, cukup dengan memperlihatkan bahwa re(G) >
diam(G). Apabila re(G) # diam(G) atau re(G) > diam(G), maka akan dibuk-
tikan secara kontradiksi.

Kasus 1. diam(G) = m + 1 untuk m = 3.

Diketahui diam(G) = 4 untuk m = 3, maka rc¢(G) > 4. Selanjutnya, akan
ditunjukkan bahwa rc(G) > 2m. Diasumsikan rc¢(G) < 2m — 1, maka terdapat
perwarnaan 2m — 1 pelangi pada graf G dengan definisi warna ¢ : E(G) —
{1,2,---,2m—1}. Tanpa mengurangi perumuman, misalkan m = 3, maka terdapat
2m graf lengkap (K4). Masing-masing graf lengkap (K4) tersebut harus memiliki
satu warna berbeda. Maka graf G tidak memuat pewarnaan 2m — 1 pelangi, hal ini
bertentangan dengan asumsi r¢(G) < 2m—1. Oleh karena itu, diperoleh r¢(G) > 2m
untuk m = 3.

Selanjutnya, akan ditunjukkan r¢(G) < 2m untuk m = 3, dengan definisi warna
c: E(G)—{1,2,--- ,2m} sebagai berikut.

c(vivi ;) = k,i€[1,m],j € [1,4],k € 1, 2m],k ganjil,
clugui ;) = k,i € [1,m],j € [1,4],k € [1,2m], k genap,
c(uuigr) = e(urty,) = 1,4 € [I,m — 1],
c(viviy1) = c(vivy) = 6,4 € [1,m — 1],

c(viu;) = e(viy,) = 3i mod (2m —2),i =1,

3i—1,i=m—1,
’Vﬁ“a i =m,

c(viug) = c(viui_y) = { 3

(v v 541) = k,1,5 € [1,m], k € [1,2m], k ganjil,
(Ui jui,j+1

C('Ui,lvz 4

k,i,j € [1,m], k € [1,2m], k genap,
= c(v;10i3) = c(vi2via) = k,i € [1,m], k € [1,2m], k ganjil,

—_— — — ~—

c(uiiuia) = c(ui1u; 3) = c(u;ou;4) = ki € [1,m], k € [1,2m], k genap.

Pewarnaan pelangi pada graf G dapat dilihat pada Gambar 1.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk setiap dua titik z dan y dengan
d(x,y) > 2, terdapat lintasan pelangi dengan pewarnaan ¢, sedangkan untuk setiap
dua titik pada graf (G) yang saling bertetangga jelas terdapat lintasan pelangi.
Lintasan pelangi pada setiap pasang titik di z,y € V(G) dapat dilihat pada Tabel
1.

Pembuktian Kasus 2 diam(G) = m untuk m = 4 dan m = 5, serta Kasus 3
diam(G) = m — 1 untuk m = 6 dan m = 7 dilakukan dengan cara yang sama. 0O

4. Bilangan Terhubung Pelangi untuk Graf Hasil Operasi Korona
Graf Lengkap dan Graf Antiprisma (K4 (& AP,,)

Graf K4 merupakan graf lengkap dengan 4 titik. Sedangkan graf AP,, merupakan
graf antiprisma dengan ukuran m titik, dimana m > 3. Maka operasi korona untuk
graf lengkap dan graf antiprisma dinotasikan dengan (K4 ® AP,,). Selanjutnya
dimisalkan G = K4 ® AP,,, maka himpunan titik dan himpunan sisi G adalah
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V2,28 V23

Gambar 1. Pewarnaan pelangi graf (AP © K4)

Tabel 1. Lintasan Pelangi (AP3 ® K4)

Kasus x Y Kondisi Lintasan Pelangi
1 v; U, i1 €[1,m],k € [2,m+1] Vi, Us, U,
2 vig | vk i€ [1,m],j€1,4],k€[2,m+ 1] Vi j, Vi, Uk
i,k =1{(1,3),(2,1),(3,2)},7 € [1,4] Vi,j5 Vi, Vk
3 Vi j Uk i,k € [l,m],j S [1,4] Vi, j, Vi, Uk
ik = {(271)7( 72)>(173)}7j € [174] Vi,j, Vi, Uk
4 U, 5 Vg i,k € [l,m],j S [1,4] Ui 5, Ui, Vk
i €[1,m],7 €[1,4],k € [2,m + 1] Ui j, Us, Vg
5 U j Uk xS [l,m],j S [1,4],]@ S [2,m+ 1] Ui j, Ui, Uk
i,k =1{(1,3),(2,1),(3,2)},7 € [1,4] Ui gy Uiy U
6 Vi j Vi, j xS [l,m],j € [174],]6 € [2,m+ 1] Vi, js Vis Vi, Vk,j
7 Uj j Uk j i € [1,m],] S [1,4],k € [2,m+ 1] Ui jy Uiy Uk, UL 5
8 Vi | Uk,j ik € [1,m},j S [1,4] Vi js Uiy Uk, Uk,
i, k= {(153)7( 71)7(372)}7j € [174] Vi,j> Vi, U, Uk j
9 v 4 u; i€[l,m],7€[l,4],l€[2,m+1] Vi j, Vi, U1, Uy
10 Ui, j Uy 1= {(271)7 (372)}7j € [174] Ug, 5, Uj, UL, V]
1=1,7 [1,4],l=m Uq g, Wis V-1, ]
11 vij | vy | 1€ [L,m],j € [1,4],1 ={2, 1} ganjil | v; j,v4, vy, ug, 075
i=2,j€[1,4,l=m Vi s Vi, Ui, Up, Ul 4

sebagai berikut.

V(G) = {wili € [1,4]} U{vij, wisli € [1,4],5 € [1,m]},

E(G) = {usuiq1li € [1,3])} U{ugur } U {uuipali € [1,2]},
tel,4],5€[1,ml]},

U {vijvij+1, wigwijali € [1,4],5 € [Lm — 1]},

U {vsjwi jli € [1,4],7 € [1,m]} U {v; jp1w; 5li € [1,4],5 € [1,m — 1]},

U {vi mi 1, Wi mWi.1, Wimvi1i € [1,4]}.

U {uivij, uviwi
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Teorema 4.1. Misalkan K4 adalah graf lengkap dengan 4 titik dan AP,, adalah
graf antiprisma dengan ukuran m titik, dimana 3 <m < 9. Jika G = (K4 ® AP,,),
maka:

diam(G) = 3, untuk 3 <m <9, dan

4, untuk m = 3 dan m = 4,
re(G) = ¢ 2m — 2, untuk 5 <m <9, dan m ganjil,
2m, untuk 5 < m <9, dan m genap.

Bukti. Kasus 1. Jika m = 3 dan m = 4.

Pada kasus ini, untuk m = 3 dan m = 4 dibahas secara bersamaan, karena
definisi pewarnaannya sama. Diketahui diam(G) untuk m = 3 dan m = 4 adalah
3, maka rc(G) > 3. Selanjutnya, akan ditunjukkan r¢(G) > 4 untuk m = 3 dan
m = 4. Diasumsikan rc¢(G) < diam(G) = 3, maka terdapat pewarnaan-3 pelangi
yang didefinisikan dengan ¢ : E(G) — {1,2,3} pada graf G untuk m = 3 dan
m = 4. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan :

d(wvi ;) = (ujw; ;) =i mod 2m, i € [1,4],5 € [1,m].

Perhatikan sisi w;v; ; dan w;w; ; untuk ¢ = 4 A j € [1,m] tidak dapat diberi
warna 1. Andaikan diberi warna 1, maka akan terdapat lintasan yang tidak pelangi
yaitu lintasan v; j, u;, u;—3, vi—3 ; dan w; j, w;, Ui—3, w;—s,; untuk i =4 A j € [1,m].
Sehingga dimisalkan warna 1 hanya untuk mewarnai sisi u;v; ; dan u;w; ; untuk ¢ =
1Aj € [1,m]. Selanjutnya sisi u;v; ; dan w;w; ; untuk ¢ = 4 A j € [1,m] tidak dapat
diberi warna 2. Andaikan diberi warna 2, maka akan terdapat lintasan yang tidak
pelangi yaitu lintasan v; j, u;, ui—2, Vi—2,; dan w; j, U, Ui—2, w;—2 ; untuk i =4Aj €
[1,m]. Sehingga dimisalkan warna 2 hanya untuk mewarnai sisi u;v;; dan ww; ;
untuk i = 2 A j € [1,m]. Selanjutnya sisi u;v; ; dan w;w; ; untuk i =4 A j € [1,m]
tidak dapat diberi warna 3. Andaikan diberi warna 3, maka akan terdapat lintasan
yang tidak pelangi yaitu lintasan v; j, u;, wi—1,v;—1,; dan w; j, u;, u;—1, wi—1 ; untuk
i =4 Aj € [1,m]. Sehingga dimisalkan warna 3 hanya untuk mewarnai sisi u;v; ;
dan w;w; ; untuk ¢ = 3 A j € [1,m]. Karena pada graf G untuk m = 3 dan m =
4 tidak terdapat pewarnaan-3 pelangi, maka hal ini bertentangan dengan asumsi
re(G) < diam = 3. Oleh karena itu, diperoleh r¢(G) > 4 untuk m = 3 dan m = 4.

Selanjutnya, akan ditunjukkan rc¢(G) < 4 untuk m = 3 dan m = 4 dengan
definisi warna ¢ : E(G) — {1,2, 3,4} sebagai berikut.

c(uiv; ;) = c(ww; j) =i mod (2m —1), i € [1,4],j € [1,m],
(v jvij+1) = c(w; jw; j41) =1 mod (2m —1), i € [1,4],7 € [1,m],m+1=1,
c(v jw; 5) = c(w; ;i j41) = (z +1) mod?2m, i€[l,m+1],5€[l,m],m+1=1,
(uuH_l): +2, i={1,2},
clujug) =1, i ={2,3},
c(uzur) = 2, i = {3,4}.

Pewarnaan pelangi pada graf G dapat dilihat pada Gambar 2.
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x dan y dengan d(z,y) > 2
terdapat lintasan pelangi dengan pewarnaan c, sedangkan untuk setiap dua titik
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Gambar 2. Pewarnaan pelangi graf (K4 © AP3)

pada graf G yang saling bertetangga jelas terdapat lintasan pelangi. Lintasan
pelangi untuk setiap dua titik z,y € V(G) dapat dilihat pada Tabel 2.

Tabel 2. Lintasan Pelangi (K4 ® AP3)

Kasus T Y Kondisi Lintasan Pelangi
1 u; Uk t=1,7 €[2,4],k € [1,m)] U, U, Vj Jo
1=2,7=1{1,3,4},k € [1,m)] U, U, Vj o
1=3,7={1,2,4},k € [1,m] Ui, U, Vj ko
i=4,57€[1,3],k€[l,m)] Uy Uy Vj ko
2 u; Wj 1=1,j €[2,4],k € [1,m] Ug, Uj, Wy o
1=2,7=1{1,3,4},k € [1,m)] Uj, U, Wj o
1=3,7=1{1,2,4},k € [1,m)] Ug, Uj, Wy ko
1=4,j €[1,3],k € [1,m] Uj, Uj, Wi ko
3 Vi | ik i€ [1,4],4,k={(1,3),(2,4)} Vi gy Vi1, Vik
4 Wi | Wik i€ [1,4],5,k={(1,3),(2,4)} Wi j, Wi j+1, Wik
5 Vij | Wik i€ [1,4],5,k=1{(1,3),(2,4),(3,1)} Vi js Wi j+1, Wik
i,] € [1, ],k = { ,1,2,3} Vi j, Wi, j, Wi k
xS [174},]':4,]{3: Vi, Wi k—1, Wi k
6 Vik | Ujk i €[1,3],7 €[2,4],k € [1,m] Vg s Ui, U, Vj
i={3,4}, =1,k € [1,m] Vi oy Wiy U, Vj
i=2,j=4,k € [1,m] Vi ke Wiy U, Vj ks
7 Wik | Wik i€[1,3],7 €[2,4],k € [1,m] Wi Jo Ui, Uj, Wi e
i={3,4},i =1,k € [1,m] Wy Joy Ui, U, Wi
1=2,7=4,k €[l,m] Wi ey Wiy U, Wi ks
8 Vij | Wk 1€[1,3],5 € [1,4],k € [2,4] Vi s Uiy Uj, W
i, k= {(1,3), (2,4), (3, 1), (4,2)},] S [1,4] Vi, gy Uiy Uj, W j
i, k= {(1,4), (2, 1), (372), (4,3)},j S 174] Vi g5 Ug, Uj, W 5

Kasus 2. m = 5.

Untuk m = 5, karena diam(G) = 3, maka rc¢(G) > 3. Selanjutnya, akan ditun-
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jukkan re(G) > 2m — 2 = 8. Diasumsikan r¢(G) < 2m — 3 = 7, maka terdapat
pewarnaan-7 pelangi dengan definisi warna ¢’ : E(G) — {1,2,3,---,7}. Tanpa
mengurangi keumuman, misalkan m = 5, maka terdapat empat graf APs; yang
menempel pada setiap titik di graf K4. Perhatikan bahwa pada masing-masing graf
APs, sisi u;v; j dan sisi u;w; ; untuk i € [1,4] A j € [1,m] tidak dapat diberi warna
yang sama. Andaikan sisi u;v;; dan sisi u;w;; untuk i € [1,4] A j € [1,m] diberi
warna yang sama, maka akan terdapat lintasan yang tidak pelangi, salah satunya
adalah lintasan v; j, u;, w; j4o untuk i € [1,4],5 € [I,m]jm+1=1dan m+2 = 2.
Sehingga sisi w;v; ; dan sisi w;w; ; untuk ¢ € [1,4] A j € [1,m] haruslah diberi dua
warna berbeda pada masing-masing graf APs. Akibatnya warna yang diperlukan
untuk mewarnai 4 graf AP; adalah sebanyak 2m — 2 = 8. Ini bertentangan dengan
asumsi r¢(G) < 2m — 3 = 7. Oleh karena itu, diperoleh r¢(G) > 2m — 2 = 8 untuk
m =39.

Selanjutnya, akan ditunjukkan rc¢(G) < 2m — 2 = 8 dengan definisi warna ¢ :
E(G) —{1,2,3---,8} sebagai berikut :

{1,2}, k€ [1,2m — 2], k ganjil,
€ [37m]ak € [172m - 2],k' genap.
. {17275}7k S [lazm - 2],I€ ganjil,
= {3,4},k € [1,2m — 2], k genap.
J=A{1,3},k € [1,2m — 2], k ganjil,
J = {374}7k € [172m - 2}71{7 genap.
k, i€[1,4],5 ={2,4,5},
k€ [1,2m — 2], k ganjil, m 4+ 1 = 1,
k mod 2m i€ [1,4],j = {1,3},
k € [1,2m — 2|, k genap.

c(uivs ;) = k' mod 2m —2,i € [1,4],5
Ik mod 2m, ie| '
cluswi ;) = kE mod2m —2,i €|
T2 k- mod 2m — 1,4 € |

[

[

k mod 2m — 2,1 €

c(vijvijy1) = {k mod 2m — 1.4 €

c(wiiji,jﬂ) = C(’Ll)i’j'l}i’j+1) =

c(uiui_,_l) = ],Z = {17 2}7] = {m,m =+ 2},
m—1, i=1,
cuititn) = {z mod m, i = 2,
c(uitig) = {;+2, i= 1,
i—2,1=3.

Pewarnaan pelangi pada graf G untuk m = 5 dapat dilihat pada Gambar 3.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x dan y di titik u,v dan w
dengan d(u,v,w) > 2 terdapat lintasan pelangi dengan pewarnaan c, sedangkan
untuk setiap dua titik pada graf G yang saling bertetangga jelas terdapat lintasan
pelangi. Lintasan pelangi pada setiap pada titik di 2,y € V(G) dapat dilihat pada
Tabel 3.

Kasus 3. m = 6.

Untuk m = 6, graf G memiliki diam(G) = 3, maka rc¢(G) > 3. Selanjutnya,
akan ditunjukkan re(G) > 2m = 12. Diasumsikan re(G) < 2m — 1 = 11, maka
terdapat pewarnaan-11 pelangi dengan definisi warna ¢’ : E(G) — {1,2,3,--- ,11}.
Karena m = 6, maka terdapat 4 buah graf AP; yang menempel pada setiap titik
di graf K4. Perhatikan masing-masing graf AP, sisi w;v;; dan sisi w;w;; untuk
1 € [1,4] A j € [1,m] tidak dapat diberi warna yang sama. Andaikan diberi warna
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Gambar 3. Pewarnaan pelangi graf (K4 © APs)

yang sama pada sisi u;v; ; dan sisi u,w; ; untuk ¢ € [1,4] A j € [1,m], maka akan
terdapat lintasan yang tidak pelangi. Salah satunya adalah lintasan v; j, u;, w; j+3
untuk ¢ € [1,4],7 € [I,m]lm+1 = 1,m+2 = 2 Am+ 3 = 3. Sehingga sisi
u;v; 5 dan sisi w;w; ; untuk ¢ € [1,4] A j € [1,m] haruslah diberi 3 warna berbeda
pada masing-masing graf APg. Akibatnya warna yang diperlukan untuk mewarnai 4
buah graf AP adalah sebanyak 2m = 12, maka hal ini bertentangan dengan asumsi
re(G) < 2m — 1 = 11. Oleh karena itu, diperoleh r¢(G) > 2m = 12 untuk m = 6.

Selanjutnya, akan ditunjukkan rc¢(G) < 2m = 12 dengan definisi warna c :
E(G) —{1,2,3,---,12} sebagai berikut.

c(uivm') = k‘,

c(ww; ;) =k mod 2m,

c(vijvijy1) =k mod 2m — 1,
c(w; jwi jr1) = c(w; jvijr1) =k,

c(v;jw; ;) =k mod 2m + 2,

ie1,4],5={1,2},k = {1,4,7,10}A
je3,m], k={3,6912} Aj=m,
k={25,8,11}
ie[1,4],7={2,3},k={1,4,7,10}A
j={1,5,6},k=1{2,5811} Aj =4,
k= {3,6,9,12},

i€[1,4],5 € [3,m],k={1,4,7,10}A
je2m], k={252811},m+1=1,
i€[1,4],7={1,3,5}, k = {2,5,8,11}A
j=1{2,4,6},k={1,4,7,10},m+1=1,
ie1,4],5={1,3,57,9} k= {1,5,9,12}A
j=1{2,4,6,8},k = {2,6,10,14},
i={1,2},j = {11,13},

Pewarnaan pelangi pada graf G untuk m = 9 dapat dilihat pada Gambar 4.
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Kasus T Y Kondisi Lintasan Pelangi
1 u; V) k t=1,7 €[2,4],k € [1,m)] Ui, U, Vj o
1=2,7={1,3,4}, k € [1,m] Uj, Uj, Vj ko
1=3,7={1,2,4},k € [1,m] Uj, Uj, Vj
t=4,7€[1,3],k€[1l,m)] Ui, Uj, Vj ks
2 u; Wi 1=1,j €[2,4],k € [1,m] Uj, Uj, W ko
1=2,7=1{1,3,4},k € [1,m)] Uy Uj, Wy Jy
i:37j:{17274}7k€ [Lm] Ui, Uj, Wy K
1=4,j €[1,3],k € [1,m] Ui, Ujy Wi ko
3 Vi, Vi k xS [174},]' S [1,m — 2],k S [3,m} Vi 55 Vi j4+1, Vik
i€ [1’4}7j7k:{(174)7(275)} Vi,j, Wi, Uik
4 Wi, j Wj k xS [174},]' S [1,m — 2],k S [3,m} Wy, 5, Wi 41, Wi k
(S [1’4}7j7k:{(174)7(275)} Wy 5, Ug, Wik
5 Vi, Wj k 1€ [174},]' S [1,m — 1],]€ (S [Z,m} Vi,j, Wi, 5, W; k
i€ [1,4],j =m,k=3 Vi, j> Wi k+1, Wi k
i€ [1,4}, | € [l,me],k € [B,m] Vi, 5, Uiy Wi |
(S [174]aj7k = {(174)7 (275)7 (37 1)> (472)} Vi,j, Wi, Wik
1€ [1,4],7 =m,k={1,2} Vi, Uiy Wi
i€ [1,4},j:4,k:1 V4,55 Ui Wi |
6 Uik Vi k 1€ [1,3],7 € [2,4],k € [1,m] Vi ke Wiy Uj, Vj |
i={3,4},5 =1,k € [1,m] Vi k> Ui, U, Vj ks
i1=2,j=4,k € [1,m] Vi k> Wi, Uj, Uik
7 Wik | Wjk i€[1,3],7 €[2,4],k € [1,m] Wi g, Wiy U, Wi Jo
i={3,4}, =1,k € [1,m] Wi Joy Ui, U, Wy
1=2,5=4,ke [1,m] Wi fos Uiy Wjs Wi |
8 Vi | Wk, 1€[l,m—2],5 €[l,m],ke€[2,m—1] Vg s Wiy Uk, W,
ik = {(1,3), (2,4), (3, 1), (4,2)},j € [1,m} Vi, js Uiy Uk, W 5
ik = {(].,4)7 (2, 1), (3,2), (4, 3)},] € [l,m] Vi, js Ui, Uk, W5

& .
2
w s »
.
w, & g
; e
2 A

Gambar 4. Pewarnaan pelangi graf (K4 © APs)



122 Khairun Nisa Humolungo dkk.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x dan y di titik u,v dan w
dengan d(u,v,w) > 2 terdapat lintasan pelangi dengan pewarnaan c, sedangkan
untuk setiap dua titik pada graf G yang saling bertetangga jelas terdapat lintasan
pelangi. Untuk lintasan pelangi pada setiap pada titik di 2,y € V(G) dengan kondisi
m + 1 = 1 dapat dilihat pada Tabel 4.

Tabel 4. Lintasan Pelangi (K4 ® APs)

Kasus T Y Kondisi Lintasan Pelangi
1 u; Vi k 1=1,5 €[2,4],k € [1,m] Uj, Uy Vj ks
1=2,7=11,3,4},k € [1,m)] U, U, Vj o
1—3]—{124}k€[ m] Ujy Uj, V) g
i=4,5 €[1,3],k € [1,m)] Ui, Uj, Vi ks
2 u; Wy 1=1,5 €[2,4],k € [1,m] Ug, Uj, Wy o
1=2,7j={1,3,4},k € [1,m] Ug, U, W Jy
1=3,7=11,2,4},k € [1,m)] Ui, U, Wj o
1_47.76[1 3} ke[ ) ] Ug, Uj, Wik
3 Vi j Uik €[1,4],5 €[l,m—1],k € [3,m + 1] Vi, Vi j+1,Vik
i€[l,4],5 € [1,3],k € [4,m] Vi,j> Wis Vi k
i€[1,4,7=2,k=m Vi g, Vij—1,Vik
4 Wi | Wik S [1,4],j€ [1,m—1},k€ [3,m+1] Wi 5, Wi 41, Wi k
1 €[1,4],5 €[1,3],k € [4 m| Wi 5, Ui, Wy k
1€ [1 4] i=2k= Wi 5, Wi j—1, Wi k
5 Vi, j w; k i1€[1,4],5€1l,m -1,k € [3 m+ 1] Vi s Wi j+1, Wi k
1 €[1,4],5 € 2,m],k € [1,m —1] Vi gy Wi k1, Wi ks
i€[1,4],5,k={(1,6),(6,2)} Vi > Wi kg1, Wik
1€ [174]7j7 k= {(175)7 (276)7 (37 1)7 (472)7 (573), (674)} Vi,j, Wi, Wik
1€ [1,4],75,k={(1,4),(2,5),(3,6),(4,1),(5,2),(6,3) }
6 Vik | Yk 1 €[1,3],7 € [2,4],k € [1,m)] Vi Jos Uiy Uy Vj o
1={3,4},7 =1,k € [1,m] Vi oy Wiy U, Vj
i=2,j=4,k€[l,m] Vi ke Uiy Uj, Vg ks
7 Wik | Wik €[1,3],7 €[2,4],k € [1,m)] Wy g Uiy U, Wi Jo
i={3,4},j =1,k € [1,m] Wi I Ui, U, Wi e
1=2,7=4,k €[l,m] Wi ks Wiy Uj, Wi
8 Vij | Wk i€[l,m—2],j€[l,m],ke[2,m—1] Vi jy g, Ufgy W
i, k= {(1,3), (2,4), (3, 1), (4, 2)},j S [1,m] Vi js Ui, Uk, W 5
i, k= {(1,4), (2, 1), (3,2), (4,3)},j S [l,m] V4,5, Wiy Uk, Wk j

5. Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan, dapat disimpulkan bahwa:

(1) Jika G =

(AP,, ® K,), dimana AP,, adalah graf antiprisma dengan m > 3 dan
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K, adalah graf lengkap dengan 4 titik, maka

m 4+ 1, untuk m = 3,

diam(Q) m, untuk m = 4 dan m = 5,
m—1, untuk m =6 dan m =7,
re(G) = 2m.

(2) Jika G = (K4 ©® AP,,), maka:

diam(G) = 3,untuk 3 <m < 9,

4, untuk m = 3 dan m = 4,
re(G) = 2m — 2, untuk 5 < m < 9, m ganjil,
2m, untuk 5 < m < 9,m genap,
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