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Abstrak. Makalah ini mengkaji kestabilan titik tetap model SEIR penyebaran

penyakit tuberkulosis pada populasi manusia. Ada dua titik titik tetap dari model SEIR,
yaitu titik titik tetap bebas penyakit dan titik tetap endemik. Kestabilan kedua titik titik

tetap ditentukan dengan menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Simulasi numerik mem-

perlihatkan bahwa jumlah subpopulasi terekspose dan terinfeksi cenderung berkurang
dengan berlalunya waktu.

Kata Kunci : Model SEIR, kestabilan, titik tetap, tuberkulosis

Abstract. This paper examines the fixed-point stability of the SEIR model of the

spread of tuberculosis disease in the human population. There are two fixed point points
of the SEIR model, namely, disease-free fixed point and endemic fixed point. The stability

of the two fixed point points is determined using the textitRouth-Hurwitz criterion.

Numerical simulations show that the number of exposed and infected subpopulations
tends to decrease with time.
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1. Pendahuluan

Penyakit tuberkulosis (TB) yang disebabkan oleh bakteri mycobacterium tubercu-

losis merupakan suatu penyakit menular. Bakteri ini dapat menyerang paru-paru

serta kulit, tulang belakang, usus, dan bagian tubuh lainnya. Ketika seseorang yang

menderita tuberkulosis batuk, bersin, atau meludah, tuberkulosis dapat menyebar

ke orang lain melalui udara yang mereka hirup. [1,2,3].

Dewasa ini pencegahan terhadap penularan penyakit TB sudah sangat berkem-

bang seiring dengan perkembangan bidang kedokteran. Pemodelan matematika

juga mempunyai peran penting dalam mengkaji model epidemiologi terhadap

pencegahan penyebaran penyakit tuberkulosis. Beberapa penelitian sebelumnya

telah menunjukkan kegunaan model matematika dalam meramalkan penularan
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tuberkulosis, sehingga berfungsi sebagai instrumen pengambilan keputusan yang

berharga dalam pencegahan penyakit [3,4,5,6,7].

Dalam artikel ini, penulis menganalisis model epidemi SEIR untuk penye-

baran penyakit TB. Model ini telah diajukan dalam beberapa literatur, namun

demikian dalam literatur-literatur tersebut tidak diperhitungkan parameter tingkat

keefektifan pengobatan pada fase terinfeksi TB, lihat [8,9,10,11].

Pada model SEIR ini, populasi manusia pada waktu t (disimbolkan dengan N)

dibagi menjadi empat kompartemen, yaitu kompartemen subpopulasi rentan (sus-

ceptible) pada waktu t (disimbolkan dengan S), kompartemen subpopulasi yang

sudah tertular tetapi belum dapat menularkan (exposed) TB pada waktu t (disim-

bolkan dengan E), kompartemen subpopulasi yang telah tertular dan dapat menu-

larkan penyakit TB ke individu lain (disimbolkan dengan I) pada waktu t, dan

kompartemen subpopulasi yang telah sembuh (recovered) dari penyakit TB pada

saat t (disimbolkan dengan R).

Dalam artikel ini, kestabilan titik titik tetap dari model SEIR ini dikaji dengan

memperhitungkan parameter tingkat keefektifan pengobatan pada fase terinfeksi

menggunakan teknik pelinieran dan metode Routh-Hurwitz. Akan diamati pengaruh

parameter tingkat keefektifan pengobatan pada fase terinfeksi terhadap jumlah sub-

populasi terinfeksi.

2. Landasan Teori

Pada bagian ini, berbagai prinsip matematika diperkenalkan untuk memeriksa

kestabilan titik tetap dalam model SEIR yang berkaitan dengan penyebaran in-

feksi tuberkulosis.

Perhatikan sistem dinamik berikut ini:

dz

dt
= h(z), (2.1)

dengan z : [0,∞)→ Rn dan h : Rn → Rn. Secara khusus, sistem (2.1) dapat ditulis

sebagai

dz

dt
= Bz, (2.2)

dengan B ∈ Rn×n, jika h linier [12]. Suatu titik ze ∈ Rn dikatakan titik tetap dari

sistem (2.1) jika h(ze) = 0.

Definisi 2.1. [12]

(1) Suatu titik tetap ze dari sistem (2.1) dikatakan stabil pada t = t0 jika untuk

setiap ε > 0, terdapat δ sedemikian sehingga:

‖z(t0)− ze‖ < δ ⇒ ‖z(t)− ze‖ < ε,∀t ≥ t0.

(2) Suatu titik tetap ze dari sistem (2.1) dikatakan stabil asimtotik pada t = t0 jika

ia stabil dan terdapat δ1 sedemikian sehingga:

‖z(t0)− ze‖ < δ1 ⇒ limt→∞ ‖z(t)− ze‖ = 0.
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Kestabilan titik tetap dapat diketahui dengan cara melinierkan sistem nonlinier

(2.1) di sekitar titik tetap ze menggunakan metode deret Taylor [12]. Dengan teknik

peliniearan ini, perilaku sistem (2.1) di sekitar titik ekulibrium ze dapat diestimasi

dengan menggunakan sistem linier berikut ini:

dy

dt
= Jze

y, (2.3)

dengan y ∈ Rn dan Jze
adalah matriks Jacobian sistem (2.1) di sekitar titik tetap

ze [13].

Teorema 2.2. [12] Misalkan ze adalah titik tetap hiperbolik dari sistem nonlinier

(2.1) dan Jze
adalah Jacobian h di sekitar titik ze. Titik titik tetap ze adalah stabil

asimtotik jika bagian riil dari semua nilai eigen matriks Jze
adalah negatif.

Penentuan nilai eigen dari matriks Jze
memerlukan penghitungan akar dari poli-

nomial karakteristiknya. Untuk menentukan apakah persamaan karakteristik memi-

liki akar dengan bagian riil negatif atau tidak, kriteria Routh-Hurwitz berikut ini

dapat digunakan.

Teorema 2.3. [14] (Kriteria Routh-Hurwitz) Misalkan a1, a2, · · · , an adalah

bilangan riil dengan aj = 0 untuk j > n. Semua akar polinomial dari

γn + a1γ
n−1 + a2γ

n−2 + · · ·+ an−2γ
2 + an−1γ + an = 0

memiliki bagian riil negatif jika dan hanya jika determinan dari matriks

Hk =


a1 a3 a5 · · · a2k−1
1 a2 a4 · · · a2k−2
0 a1 a3 · · · a2k−3
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · ak


adalah positif untuk setiap k = 1, 2, · · · , n.

3. Model SEIR Penyebaran Penyakit Tuberkulosis dan

Kestabilannya

3.1. Model SEIR Penyebaran Penyakit Tuberkulosis

Proses konstruksi model SEIR mengikuti diagram alir yang diperlihatkan dalam

Gambar 1, dan parameter yang terlibat dalam mengkonstruksi model SEIR ini

diberikan dalam Tabel 1. Dalam Gambar 1, panah masuk ke dalam suatu kompar-

temen memperlihatkan adanya penambahan anggota subpopulasi dalam kompar-

temen tersebut, sedangkan panah keluar dari suatu kompartmen memperlihatkan

adanya pengurangan anggota subpopulasi dalam kompartemen tersebut.

Berdasarkan diagram alir dalam Gambar 1, maka model SEIR untuk penyebaran
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Gambar 1. Diagram alir model SEIR

Tabel 1. Parameter model SEIR penyakit TB

Parameter Deskripsi

λ Tingkat kelahiran

µ Tingkat kematian alami

α Tingkat infeksi penyakit TB

ε Tingkat perpindahan individu dari terpapar menjadi terinfeksi TB

β Tingkat pemulihan individu yang terinfeksi TB

w Tingkat keefektifan pengobatan pada fase terinfeksi TB

penyakit tuberkulosis diberikan oleh sistem persamaan diferensial nonlinier [8]:

dS

dt
= λN − µS − αS I

N
,

dE

dt
= αS

I

N
− (ε+ µ)E,

dI

dt
= εE − (wβ + µ)I,

dR

dt
= wβI − µR.

(3.1)

Karena populasi terbagi atas empat kompartemen, maka berlaku:

N(t) = S(t) + E(t) + I(t) +R(t), (3.2)

dengan N = N(t) menyatakan total populasi pada waktu t. Dari (3.1) diperoleh:

dN

dt
= (λ− µ)N, (3.3)

yang solusinya adalah:

N(t) = N0 exp((λ− µ)t), (3.4)

dengan N0 adalah banyak populasi awal.

Dalam bentuk penskalaan, yaitu dengan memisalkan:

s =
S

N
, e =

E

N
, i =

I

N
, r =

R

N
,
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maka proporsi total populasi adalah s+ e+ i+ r = 1. Oleh karena itu, model (3.1)

dapat ditulis menjadi

ds

dt
= λ− µs− αsi,

de

dt
= αsi− (ε+ µ)e,

di

dt
= εe− (wβ + µ)i.

(3.5)

dengan r = 1− s− e− i.

3.2. Kestabilan Model SEIR

Untuk mengetahui kestabilan titik tetap model SEIR diperlukan penentuan titik

titik tetap. Titik titik tetap diperoleh dengan membuat
ds

dt
=
de

dt
=
di

dt
= 0. Ter-

dapat dua titik titik tetap untuk model SEIR ini, yaitu titik tetap bebas penyakit

dan titik tetap endemik.

Titik tetap bebas penyakit terjadi jika tidak ada infeksi dan tidak ada individu

yang terpapar, yaitu i = 0 dan e = 0. Oleh karena itu, titik tetap bebas penyakit

yang disimbolkan dengan E0, adalah:

E0 =

(
λ

µ
, 0, 0

)
. (3.6)

Titik tetap endemik terjadi jika terdapat individu yang terinfeksi dan terpapar,

yaitu i 6= 0 dan e 6= 0. Oleh karena itu, titik tetap endemik yang disimbolkan dengan

E∗ untuk model SEIR, adalah sebagai berikut:

E∗ =
(
s̄∗, ē∗, ī∗

)
, (3.7)

dengan

s̄∗ =
(µ+ ε) (µ+ wβ)

αε
,

ē∗ =
λαε− µ (µ+ ε) (µ+ wβ)

αε (µ+ ε)
,

ī∗ =
λαε− µ(µ+ ε)(µ+ wβ)

α(µ+ ε)(µ+ wβ)
.

(3.8)

Langkah selanjutnya adalah penentuan matriks Jacobian di titik tetap E0 dan

E∗, yang dengan sederhana diperoleh:

JE0 =

−µ 0 −α
0 −µ− ε α

0 ε −µ− wβ

 , JE∗ =

−µ− αī∗ 0 −αs̄∗
αī∗ −µ− ε αs̄∗

0 ε −µ− wβ

 .
Persamaan karakteristik matriks Jacobian JE0 adalah sebagai berikut:

0 = det(JE0 − γI),

= γ3 + (3µ+ ε+ wβ) γ2 + (3µ+ 2µε+ 2µwβ + wεβ − εα) γ

+
(
µ3 + µ2wβ + µ2ε+ µεwβ − µαε

)
.
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Dengan menggunakan Teorema 2.2 dan Teorema 2.3 untuk persamaan karakter-

istik JE0 ini, diperoleh bahwa titik tetap bebas penyakit E0 adalah stabil asimtotik

jika:

(a) 3µ+ ε+ wβ > 0.

(b) 3µ+ 2µε+ 2µwβ + εwβ − εα > 0.

(c) µ3 + µ2wβ + µ2ε+ µεwβ − µαε > 0.

(d) (3µ+ε+wβ)(3µ+2µε+2µwβ+εwβ−εα)−(µ3+µ2wβ+µ2ε+µεwβ−µαε) > 0.

Selanjutnya, persamaan karakteristik matriks Jacobian JE∗ adalah

0 = det(JE∗ − γI),

= γ3 +
(

3µ+ αī∗ + ε+ wβ
)
γ2 +

(
3µ2 + 2µε+ 2µwβ + 2µαī∗ + εαī∗

+ wβαī∗ + wβε− αs̄∗ε
)
γ +

(
µ3 + µ2wβ + µ2ε+ µwβε− αs̄∗εµ+ µ2αī∗

+ µwβαī∗ + µεαī∗ + wβεαī∗
)

dengan s̄∗, ī∗ diberikan dalam persamaan (3.8).

Dengan menggunakan Teorema 2.2 dan Teorema 2.3 untuk persamaan karakter-

istik JE∗ ini, diperoleh bahwa titik titik tetap endemik E∗ adalah stabil asimtotik

jika:

(a) 3µ+ αī∗ + ε+ wβ > 0.

(b) 3µ2 + 2µε+ 2µwβ + 2µαī∗ + εαī∗ + wβαī∗ + wβε− αs̄∗ε > 0.

(c) µ3 + µ2wβ + µ2ε+ µwβε− αs̄∗εµ+ µ2αī∗ + µwβαī∗ + µεαī∗ + wβεαī∗ > 0.

(d) (3µ+αī∗+ ε+wβ)(3µ2 + 2µε+ 2µwβ+ 2µαī∗+ εαī∗+wβαī∗+wβε−αs̄∗ε)−
(µ3 + µ2wβ + µ2ε+ µwβε− αs̄∗εµ+ µ2αī∗ + µwβαī∗ + µεαī∗ +wβεαī∗) > 0.

(3.9)

3.3. Simulasi Numerik

Untuk memperlihatkan keabsahan hasil dari penelitian ini, asumsikan bahwa tingkat

kelahiran (λ) dan tingkat kematian (µ) adalah sama. Nilai-nilai semua parameter

diberikan dalam Tabel 2.

Untuk nilai-nilai parameter ini dan w = 0.8, diperoleh titik tetap endemik

E∗ = (0.7050, 0.0765, 0.0325, 0.1860) . Untuk w = 0.55, diperoleh titik tetap en-

demik E∗ = (0.5175, 0.1251, 0.0725, 0.2849) . Dapat diperiksa bahwa semua syarat

a, b, c, d dalam (3.9) terpenuhi, sehingga titik tetap E∗ adalah stabil asimtotik.

Grafik masing-masing kompartemen diberikan dalam Gambar 2 dan Gambar 3.

Dapat diamati bahwa semakin tinggi tingkat keefektifan pengobatan pada fase

terinfeksi TB mengakibatkan jumlah subpopulasi terinfeksi semakin menurun.

4. Kesimpulan

Analisis model SEIR untuk penyebaran penyakit tuberkulosis memperlihatkan

bahwa tingkat keefektifan pengobatan pada fase terinfeksi berpengaruh terhadap
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Tabel 2. Nilai-nilai parameter

Parameter Nilai

s(0) 0.7039

e(0) 0.08126

i(0) 0.21477

r(0) 0

λ 0.07

µ 0.07

α 0.9

ε 0.2

β 0.5

Gambar 2. Kurva subpopulasi untuk w = 0.8 Gambar 3. Kurva subpopulasi untuk w = 0.55

subpopulasi terinfeksi. Semakin tinggi tingkat keefektifan pengobatan pada fase ter-

infeksi TB mengakibatkan jumlah subpopulasi terinfeksi semakin menurun. Oleh

karena itu model SEIR ini cukup baik untuk menggambarkan penyebaran penyakit

TB.
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