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Abstrak. Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial dan didefinisikan pewarnaan
sisi pada graf G, yaitu p : E(G) — {1,2,--- ,n}, n € N, dimana sisi yang bertetangga
boleh berwarna sama. Graf G dikatakan rainbow connected terhadap pewarnaan sisi p,
jika G memuat lintasan-(u,v) rainbow untuk setiap dua titik v dan v di G. Bilangan
rainbow connection adalah minimal banyaknya warna yang diperlukan sehingga graf G
rainbow connected, dinotasikan rc(G). Graf G dikatakan strongly rainbow connected jika
G memuat suatu lintasan-(u,v) geodesic untuk setiap lintasan pada dua titik u dan
v di G. Bilangan strongly rainbow connection adalah minimal banyaknya warna yang
diperlukan sehingga graf G strong rainbow connected, dinotasikan src(G). Graf Jahangir
Jn,m dengan n,m > 2 adalah suatu graf dengan nm + 1 titik, yang terdiri dari satu
lingkaran Cpqn dengan menambahkan satu titik pusat c¢ yang bertetangga ke m titik

dari Cnm, yaitu w1, u2,us,- - ,um, sedemikian sehingga d(w;,ui+1) = d(um,u1) = n,
untuk 1 < ¢ <m — 1 di Cpy. Pada tulisan ini diperoleh rc¢(J2,,) dan sre(J2,m) untuk
2<m<8.

Kata Kunci: Bilangan rainbow connection, bilangan strong rainbow connection, graf
Jahangir

1. Pendahuluan

Konsep dari rainbow connection diperkenalkan oleh Chartrand dkk [3]. Misalkan
G merupakan suatu graf terhubung tak trivial. Didefinisikan suatu pewarnaan sisi
pada graf G adalah suatu pemetaan p : E(G) — {1,2,--- ,n}, n € N, dimana
sisi yang bertetangga boleh berwarna sama. Suatu lintasan-(u, v) dikatakan sebagai
lintasan rainbow untuk dua titik u,v € G jika tidak terdapat dua sisi pada lintasan
tersebut yang berwarna sama. Suatu graf G dikatakan rainbow connected terhadap
pewarnaan sisi p, jika G memuat lintasan-(u,v) rainbow untuk setiap dua titik u
dan v pada G. Jika graf G bersifat rainbow connected, maka pewarnaan sisinya
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dinamakan rainbow coloring pada G. Bilangan rainbow connection adalah minimal
warna yang diperlukan sehingga graf G rainbow connected, dinotasikan rc(G).

Konsep tentang strong rainbow connection diperkenalkan oleh Li dan Sun [4].
Misalkan p adalah rainbow coloring dari graf terhubung G. Setiap lintasan yang
menghubungkan dua titik v dan v di G didefinisikan sebagai suatu lintasan-(u,v)
geodesic jika memuat lintasan-(u, v) rainbow dengan panjang d(u, v), dimana d(u, v)
adalah jarak antara titik v dan v. Suatu graf G dikatakan strongly rainbow connected
jika G memuat suatu lintasan-(u, v) geodesic untuk setiap lintasan pada dua titik u
dan v di G. Pewarnaan sisi p dinamakan strong rainbow coloring dari graf terhubung
G. Bilangan strong rainbow connection, dinotasikan src(G), didefinisikan sebagai
minimal dari banyaknya warna yang dibutuhkan untuk membuat graf G bersifat
strongly rainbow connected. Teorema berikut digunakan dalam penentuan bilangan
rainbow connection dan strong rainbow connection untuk suatu graf G.

Teorema 1.1. [3] Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial berukuran m dan
diam(G) = max{d(u, v)|u,v € V(G)}. Maka,

diam(G) < re(G) < sre(G) < m. (1.1)
Teorema 1.2. [3] Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial. Maka

(1) re(G) = sre(G) =1 jika dan hanya jika G adalah graf lengkap.

(2. re(G) = 2 jika dan hanya jika src(G) = 2.

(3) re(G) = m jika dan hanya jika G adalah graf pohon berukuran m.

(4) Untuk setiap bilangan bulat positif n > 4, rc(G) = sre(G) = (g] jika G
adalah graf lingkaran C,,.

Perkembangan penentuan bilangan rainbow connection dan strong rainbow con-
nection untuk graf-graf khusus semakin bertambah. Sy dkk [7] telah mengkaji rain-
bow connection untuk graf kipas dan graf matahari. Yulianti dkk [8] telah mengkaji
bilangan rainbow connection untuk graf Triangle-net. Pada tahun 2018, Asmara
dkk [1] memperoleh bilangan rainbow connection dan strong rainbow connection
untuk graf Jahangir J, ,,, dengan 2 < m < 8. Pada tulisan ini diberikan batas atas
yang lebih kecil dari bilangan rainbow connection dan strong rainbow connection
graf Jahangir Js ,, untuk 2 < m < 8 yang diperoleh Asmara [1].

2. Graf Jahangir

Graf Jahangir J, ,, dengan n,m > 2 adalah suatu graf dengan nm + 1 titik, yang
terdiri dari lingkaran C),,,, dengan menambahkan satu titik pusat ¢ yang bertetangga
ke m titik dari C,,,, yaitu wi,us,us, - ,Up, sedemikian sehingga d(u;, u;y1) =
d(Um,u1) =n, untuk 1 < i <m —1di Cpp, [5].

Misalkan terdapat graf Jahangir Js ,,, untuk n = 2 dan m > 2, dengan him-
punan titik dan himpunan sisi sebagai berikut.

V(JQ,m) = {C7u17u27"' y W, V1,02, - Mvm}v

E(Jom) = {cwi]l <i <m}PU{wqvm, UmVm, wiv;, ip1v;]1 <i <m — 1}
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Beberapa contoh graf Jahangir J; ,,, untuk 2 < m < 8 dapat dilihat pada Gambar
1.

(i) J2z (i) Js
. (iii) J2.4 ) (iv) J255

™) J26 Vi " (vii) Jas

Gambar 1. Graf Jahangir J2 ,, dengan 2 <m <8

3. Bilangan Rainbow Connection dan Strong Rainbow Connection
pada Graf Jahangir J; ,, untuk 2 < m < 8

3.1. Bilangan Rainbow Connection Graf Jahangir Js ,, untuk
2<m<8

Pada Teorema 3.1 dibahas tentang bilangan rainbow connection dari graf Jahangir
Jo.m untuk 2 <m < 8.

Teorema 3.1. Misalkan terdapat graf Jahangir Jo . Jika 2 < m < 8, maka
bilangan rainbow connection Ja ., adalah

2, untuk m = 2;
re(Jom) = ¢ 3, untuk m = 3;
4, untuk 4 < m < 8.

Bukti. Misalkan J5 ,, merupakan suatu graf Jahangir yang telah dijelaskan di atas.
Berdasarkan Teorema 1.1, diperoleh bahwa diam(J2 ) < re(Ja,m).

Perhatikan tiga kasus berikut.
Kasus 1. Untuk m = 2.
Misalkan graf Jahangir J; o dengan V(J22) = {c, u1,us,v1,v2}, didefinisikan pe-
warnaan sisi sebagai berikut.

pi(e) =

1 untuk e = cuq, ugvy, ugvy;
2 untuk e = cuog, u1v9, UsVs.
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Diketahui bahwa diam(J22) = 2, maka diperoleh rc(Jz,2) > 2. Jelas bahwa dengan
p1: E(J22) — {1,2}, untuk setiap dua titik a dan b di Jo 2, selalu terdapat lintasan-
(a,b) rainbow, sehingga diperoleh bahwa rc(J22) < 2. Dengan demikian, terbukti
bahwa re(Jz2) = 2.

Kasus 2. Untuk m = 3.

Misalkan graf Jahangir Jo 3 dengan V(Ja,3) = {c, u1, u2, ug, v1, v, v3}, didefinisikan
pewarnaan sisi sebagai berikut.

1 untuk e = cus, uqv1, uzvs;
p2(e) = < 2 untuk e = cuq, ugvy, UzVy;

3 untuk e = cus, u1v3, ugvs.

Karena diam(Jz3) = 3, maka diperoleh rc(Jy3) > 3. Jelas bahwa dengan po :
E(Ja,3) — {1,2,3}, untuk setiap dua titik a dan b di Jz 3, selalu terdapat lintasan-
(a,b) rainbow, sehingga diperoleh rc(Jz,3) < 3. Dengan demikian, terbukti bahwa
TC(JQ,g) = 3.

Iustrasi rainbow connection untuk graf J; » dan Js 3 dapat dilihat pada Gambar
2 berikut.

0 (a) (b)

Gambar 2. (a) rc(J2,2) = 2 dan (b) rc(J2,3) =3

Kasus 3. Untuk 4 <m < &.

Untuk 4 < m < 8, diperoleh bahwa diam(J2,,) = 4, sehingga rc(Ja,,) > 4.

Selanjutnya pandang kasus ini menjadi dua bagian.

(a) Jika m ganjil.

Misalkan terdapat graf Ja,, dengan V(Ja.,) = {c,u1, ug, -+ , Um, V1,02, , U },

untuk 4 < m < 8 dan m ganjil. Definisikan pewarnaan sisi graf Js ,, dengan 1 <

1 < mTfl, dan i € N sebagai berikut.

1 untuk e = cug;_1;

2 untuk € = Uy U, Cliog;

ps(e) =
3 untuk e = vp Uy, Ugs—1V2i—1, V2;U2i41;

4 untuk e = Cuy,, Vo;_1Us;i, Ui V.
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Jelas bahwa dengan ps : E(J2.m) — {1,2,3,4} untuk setiap dua titik @ dan b di Ja ,
dengan 4 < m < 8 dan m ganjil, selalu terdapat lintasan-(a, b) rainbow. Akibatnya,
diperoleh bahwa rc(Jg,m) < 4. Dengan demikian, terbukti untuk 4 < m < 8 dengan
m ganjil, re(Jo ) = 4.

(b) Jika m genap.

Misalkan terdapat graf Jo,, dengan V(Jo.,) = {c,u1, ug, - , Um, V1,02, , Um },
untuk 4 <m < 8 dan m genap. Definisikan pewarnaan sisi Js ,, sebagai berikut.

1 untuk e = cug; 1 dengan 1 <7 < 3

2 untuk e = cuy; dengan 1 <i <

)

<
m
2

- m—2.
3 untuk e = VU1, U —1Vm—1, U2i—1V24—1, V2;u2;11 dengan 1 < ¢ < 5=,

4 untuk e = vg;_1u2;, uz;ve; dengan 1 <i < 2.

Jelas bahwa dengan py : E(Ja2,m) — {1,2,3,4}, untuk setiap dua titik a dan b
di J2,, dengan 4 < m < 8 dan m genap, selalu terdapat lintasan-(a,b) rainbow
sehingga diperoleh r¢(J2 ,,,) < 4. Dengan demikian, terbukti bahwa untuk 4 < m <
8 dan m genap, rc(J2m) = 4.

Dari hasil (a) dan (b), dapat disimpulkan bahwa untuk 4 < m < 8 diperoleh
re(Ja,m) = 4. Tlustrasi rainbow connection untuk graf Js ,,, untuk 4 < m < 8 dapat
dilihat pada Gambar 3 berikut.

(iv) re(J2,7) =4 ) rc?Jz,s) =4

Gambar 3. rc(J2,m) =4 untuk 4 <m < 8
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3.2. Bilangan Strong Rainbow Connection Graf Jahangir Js .,
untuk m > 2

Pada Teorema 3.2 dibahas tentang bilangan Strong Rainbow Connection dari graf
Jahangir Js ,,, untuk 2 <m < 8.

Teorema 3.2. Misalkan terdapat graf Jahangir Jo . Jika 2 < m < 8, maka
bilangan strong rainbow connection Ja , adalah

2, untuk m = 2;
3, untuk m = 3;
4, untuk 4 < m < 6;
5, untuk 7 < m < 8.

sre(Ja,m) =

Bukti. Misalkan J5 ,, merupakan suatu graf Jahangir yang telah dijelaskan di atas.
Berdasarkan Teorema 1.1, diperoleh bahwa src(Ja m) > 7¢(J2.m)-

Perhatikan empat kasus berikut.
Kasus 1. Untuk m = 2.
Misalkan graf Js o dengan V' (Jz22) = {¢, u1,u2, v1,v2}, didefinisikan pewarnaan sisi
sebagai berikut.

1 untuk e = cus, uyvy, usvy;
pr(e) =

2 untuk e = cuy, u1vg, ugvs.

Jelas bahwa dengan pr : E(J22) — {1,2}, untuk setiap dua titik a dan b di J3 2,
selalu terdapat lintasan-(a, b) geodesic sehingga diperoleh src(Jz 2) < 2. Dari Bagian
3.1 Kasus 1, diperoleh bahwa rc(J32) = 2, maka diperoleh bahwa src(Jz2) > 2.
Dengan demikian, terbukti bahwa sre(Jz2) = 2.

Kasus 2. Untuk m = 3.

Misalkan graf Jo 3 dengan V(Ja3) = {c, u1,us, us, v1,vs,v3}, didefinisikan pewar-
naan sisi sebagai berikut.

1 untuk e = cuq, ugvy, uszvs;
ps(e) = ¢ 2 untuk e = cug, u V1, Uzvo;

3 untuk e = cug, u1v3, ugvs.

Jelas bahwa dengan pg : E(J23) — {1,2,3}, untuk setiap dua titik a dan b
di Jo 3, selalu terdapat lintasan-(u,v) geodesic, sehingga diperoleh src(Jes3) < 3.
Dari Bagian 3.1 Kasus 2, diperoleh bahwa rc(J23) = 3, maka diperoleh bahwa
sre(Js,3) > 3. Dengan demikian, terbukti bahwa sre(Jz3) = 3.

Tlustrasi strong rainbow connection untuk graf J, o dan Js 3 dapat dilihat pada
Gambar 4 berikut.

Dari Bagian 3.1 Kasus 3 untuk 4 < m < 8 diperoleh bahwa re(Jz,.,) = 4,
maka berdasarkan Teorema 1.1 diperoleh sre(Ja ) > 4 untuk 4 < m < 8. Ini akan
digunakan untuk pembuktian kasus berikutnya.

Kasus 3. Untuk 4 <m < 6.
Pandang kasus ini menjadi beberapa bagian.
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(a) (b)

Gambar 4. (a) src(J2,2) =2 dan (b) sre(J2,3) =3

(a) m =4.
Misalkan graf Js 4 dengan V(J24) = {c,u1,u2, us, s, v1,v2,v3,v4}, didefinisikan
pewarnaan sisi sebagai berikut.

1 untuk e = cuq, uovq, UgVy;

2 untuk e = cusg, u1v1, Uzv2;
pole) =

3 untuk e = cugz, usvs, Ugv3;

4 untuk e = cuy, uzvsz, U1vy.

Jelas bahwa dengan pg : E(J24) — {1,2,3,4}, untuk setiap dua titik a dan b di
Ja,4, selalu terdapat lintasan-(a,b) geodesic. Jadi, diperoleh src(Jz4) < 4. Dengan
demikian, terbukti bahwa sre(Jz4) = 4.

(b) m = 5.

Misalkan graf Jo 5 dengan V(J25) = {c,u1,uz, -+ ,us,v1,v2,- - ,vs}, didefinisikan
pewarnaan sisi sebagai berikut.

1 untuk e = CUq1,CU2,ULV1, U3V3, UaV4;

2 untuk e = CUu3z, UgV1,U4V3, UsV4;
pro(e) =

3 untuk e = cuy, usvsa, Usvs;

4 untuk e = cus, uzvg, U V5.

Jelas bahwa dengan pig : E(J25) — {1,2,3,4}, untuk setiap dua titik a dan b
di Jap5, selalu terdapat lintasan-(a,b) geodesic sehingga diperoleh src(Jes) < 4.
Dengan demikian, terbukti bahwa sre(Ja5) = 4.

(c) m =6.

Misalkan graf Jo ¢ dengan V(Ja26) = {c, u1, u2, - ,us,v1, V2, - - , Vs }, didefinisikan
pewarnaan sisi sebagai berikut.

1 untuk e = Cu1,CU2,U1V1,U3V3, U5V5;

() 2 untuk e = cusg, usv1, UgV3, UGUs;

p11le) =
3 untuk e = ClUyg4, CU5, U2V2, U4V4, UV,

4 untuk e = cug, uzvs, Usv4, U1 Vg.
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Jelas bahwa dengan p11 : E(J26) — {1,2,3,4}, untuk setiap dua titik a dan b
di Js, selalu terdapat lintasan-(a,b) geodesic sehingga diperoleh src(Jzg) < 4.
Dengan demikian, terbukti bahwa src(Js6) = 4.

Jadi, bilangan strong rainbow connection graf Jahangir Js ,, untuk 4 < m < 6
adalah src(Ja,m) = 4. Ilustrasi strong rainbow connection untuk graf Js 4, Jo 5 dan
Ja,¢ dapat dilihat pada Gambar 5 berikut.

(a) (b) (c)

Gambar 5. (a) srce(J2,4) =4, (b) sre(J2,5) = 4 dan (c) sre(J2,6) =4

Kasus 4. Untuk 7 < m < 8.

Pandang kasus ini menjadi dua bagian.

(a) m=T.

Diketahui sebelumnya bahwa src(Jz,7) > 4. Jika pada graf Jahangir J; 7 diberikan
4-warna, tanpa mengurangi perumuman akan terdapat dua titik a dan b di Jo 7
yang tidak ada lintasan-(a,b) geodesic. Akibatnya, diperoleh bahwa scr(Js7) >
5. Misalkan graf Jahangir Jo 7 dengan V(Jo7) = {c,u1, ug, -~ ,u7, 01,02, , 07},
didefinisikan pewarnaan sisi sebagai berikut.

1 untuk e = CU2,U1V1,U4V3, UsVe,
2 untuk e = cuy, ugv1, Ugvy, UTVg;
pi2(e) = ¢ 3 untuk e = cug, cus, usva, U5V, UTVT;

4 untuk e = cug, cur, usvy, usvs5, UL VT;

5 untuk e = cus, uzvs, ugvs.

Jelas bahwa dengan pis : E(Ja7) — {1,2,3,4,5}, untuk setiap dua titik a dan b
di J2 7, selalu terdapat lintasan-(a,b) geodesic, sehingga diperoleh sre(Jaz7) < 5.
Dengan demikian, terbukti bahwa sre(Ja,7) = 5.

(b) m = 8.

Diketahui sebelumnya bahwa src(Jog) > 4. Jika pada graf J, g diberikan 4-warna,
tanpa mengurangi perumuman akan terdapat dua titik a dan b di J> g yang tidak
ada lintasan-(a,b) geodesic. Akibatnya, diperoleh bahwa scr(Jeg) > 5. Misalkan
graf Jahangir Jo g dengan V (Jog) = {c, u1,ug,- -+ ,us,v1, v, - ,vs}, didefinisikan
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pewarnaan sisi sebagai berikut.

1 untuk e = CUq,CU2,U3V3, U5V4, UTVUT;
2 untuk e = Cugz, Cug, UgVs5, UKUT, UT VS,
p13(6) = 3 untuk e = CUus, CUug, U1V1, U4V3, UTV6;

4 untuk e = CuUr,Cug, U201, U3V2, U5Vs5;

5 untuk e = ugvg, ugvy, UgVg, USVS.

Jelas bahwa dengan pi3 : E(Jas) — {1,2,3,4,5}, untuk setiap dua titik a dan b
di Ja 8, selalu terdapat lintasan-(u,v) geodesic, sehingga diperoleh src(Jag) < 5.
Dengan demikian, terbukti bahwa src(Jas) = 5.

Jadi, bilangan strong rainbow connection graf Js ,, untuk 7 < m < 8 adalah
sre(Ja,m) = 5. Ilustrasi strong rainbow connection untuk graf J, ; dan Jy g dapat
dilihat pada Gambar 6 berikut.

Gambar 6. (a) src(Jz,7) =5 dan (b) src(J2,8) =5

4. Kesimpulan

Pada tulisan ini diperoleh bilangan rainbow connection dan strong rainbow connec-
tion graf Jahangir J, ,,, untuk 2 < m < 8 dengan hasil sebagai berikut.

Misalkan terdapat graf Jahangir Js ,,, dengan 2 < m < 8, maka bilangan rainbow
connection dan strong rainbow connection graf Js ,,, adalah

2, untuk m = 2;
re(Ja,m) = 4 3, untuk m = 3;

4, untuk 4 < m < §;

2, untuk m = 2;

3, untuk m = 3;

sre(Ja,m) =
4, untuk 4 < m < 6;
5, untuk 7 < m < 8.



64 Des Welyyanti dkk.

5. Ucapan Terima Kasih

Penulis menngucapkan terima kasih kepada Mahdhivan Syafwan, Narwen, dan Nova

Noliza Bakar yang telah memberikan kritikan dan masukan sehingga tulisan ini
dapat diselesaikan dengan baik.

Daftar Pustaka

[1]

Asmara, D.N., S. Sy dan E. Effendi, 2018, Bilangan Rainbow Connection
dan Strong Rainbow Connection Pada Graf Jahangir Js ,,. Jurnal Matematika
UNAND, Vol. 8(1): 52 — 58

Chartrand, G. dan P. Zhang, 2005, Introduction to Graph Theory, Mc Graw-
Hill International Edition, Singapore

Chartrand, G.L., K.A. Johns, McKeon dan P. Zhang, 2008, Rainbow Connec-
tion in Graph, Math. Bohem. Vol. 133: 85 — 98

Li, X dan Y. Sun, 2013, On Strong Rainbow Connection Number of a Graph
Bull. Malays. Math. Sci. Soc (2) Vol. 36: 299 — 311

Naduvath, S. dan J. Kok, 2020, A Note on J-Colouring of Jahangir Graphs,
Proc. Natl. Acad. Sci, A: Phys. Sci. Vol. 90: 819 — 821

Surahmat dan I. Tomescu, 2014, On Path-Jahangir Ramsey Numbers, Appl.
Math. Sci. Vol. 99: 4899 — 4904

Sy, S., G.H. Medika dan L. Yulianti, 2013, The Rainbow Connection Number
of Fan and Sun, Appl. Math. Sci. Vol. 7: 3155 — 3160

Yulianti, L., A. Nazra, M. Muhardiansyah dan N. Narwen, 2021, On the Rain-
bow Connection Number of Triangle-net Graphs, IOP Conf Series: Journal of
Physics: Conf Series 1836: 012004



