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Abstrak. Diberikan dua graf G dan H serta bilangan asli j ≥ 2. Bilangan Ramsey

Multipartit Himpunan (R-M-H) Mj(G,H) adalah suatu bilangan bulat positif terkecil

t sedemikian sehingga untuk sebarang faktorisasi K(t×j)
∼= F1 ⊕ F2 senantiasa meng-

akibatkan F1 memuat subgraf G atau F2 memuat subgraf H. Pada artikel ini akan

ditentukan bilangan R-M-H M3(P4,Wn), dimana P4 adalah graf lintasan yang terdiri

dari 4 titik dan Wn adalah graf roda yang terdiri dari n+ 1 titi untuk n ≥ 3.

Kata Kunci : Bilangan R-M-H, graf lintasan, graf roda

1. Pendahuluan

Teori Ramsey pertama kali diperkenalkan oleh Frank Plumpton Ramsey [1]. Ide

dasar dari teori yang dikenal dengan teori Ramsey ini adalah bilangan Ramsey

klasik. Jika diberikan dua bilangan asli m dan n, maka didefinisikan bilangan Ram-

sey r(m,n) sebagai bilangan bulat positif terkecil p sedemikian sehingga jika graf

lengkap Kp diberi 2-pewarnaan merah dan biru pada setiap sisinya, maka akan se-

lalu terdapat graf lengkap Km merah atau graf lengkap Kn biru sebagai subgraf

dari Kp [2]. Hingga saat ini, baru ditemukan sembilan bilangan Ramsey klasik,

yaitu r(3, 3) = 6, r(3, 4) = 9, r(3, 5) = 14, r(3, 6) = 18, r(3, 7) = 23, r(3, 8) = 28,

r(3, 9) = 36, r(4, 4) = 18, dan r(4, 5) = 25 [3].

Kajian bilangan Ramsey diperluas untuk dua graf sebarang. Misalkan diberikan

sebarang graf F dan H. Bilangan Ramsey r(F,H) didefinisikan sebagai suatu bi-

langan asli terkecil n sedemikian sehingga jika graf lengkap Kn diberi sebarang pe-

warnaan merah-biru pada setiap sisinya, maka graf lengkap Kn akan selalu memuat

subgraf berwarna merah yang isomorfik dengan F atau subgraf berwarna biru yang

isomorfik dengan H [4]. Bilangan Ramsey pun dikembangkan untuk kasus dua par-

tit dan dinamakan bilangan Ramsey bipartit. Bilangan Ramsey bipartit kemudian

diperumum menjadi bilangan Ramsey multipartit.
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Pada awal abad ke-21, Burger dan Vuuren mengkaji bilangan Ramsey multi-

partit, yaitu tentang bilangan Ramsey multipartit himpunan (untuk selanjutnya

dituliskan sebagai R-M-H) [5] dan bilangan Ramsey multipartit ukuran (untuk se-

lanjutnya dituliskan sebagai R-M-U) [6]. Pada tahun 2020, Yuri [7] mememperoleh

bilangan R-M-H M2(Pn,Ws) untuk n = 3, n = 4, dan s ≥ 3. Selanjutnya, Lubis

[8] menentukan bilangan R-M-H untuk kombinasi graf lintasan P3 dan graf roda

Wn, untuk n ≥ 3 dan j = 4. Pada artikel ini akan dibahas tentang bilangan R-M-H

untuk kombinasi graf lintasan P4 dan graf roda Wn untuk n ≥ 3.

2. Landasan Teori

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan terurut (V (G), E(G)),

dengan V (G) adalah suatu himpunan tak kosong yang elemen-elemennya disebut

titik dan E(G) adalah suatu himpunan yang elemen-elemennya disebut sisi. Subgraf

terinduksi G[U ] adalah suatu subgraf dari graf G sedemikian sehingga himpunan

titiknya adalah U ⊆ V (G), dan himpunan sisinya adalah himpunan semua sisi dari

graf G yang mengaitkan dua titik di U [9]. Misalkan A, B, dan C adalah himpunan

bagian dari V (G). Notasi A \B menyatakan selisih himpunan A dan himpunan B,

yaitu A\B = {x | x ∈ A∩x /∈ B}. Notasi A∪B menyatakan gabungan himpunan A

dan B, yaitu A∪B = {x | x ∈ A∪x ∈ B}. Notasi G[A\(B∪C)] menyatakan subgraf

terinduksi dari graf G yang himpunan titiknya terdiri dari {x | x ∈ A∩x /∈ (B∪C)}.
Graf G dan H dikatakan isomorfik jika terdapat suatu fungsi bijektif φ : V (G)→

V (H) sedemikian sehingga titik u dan v bertetangga di G jika dan hanya jika φ(u)

dan φ(v) bertetangga di H. Faktorisasi dari graf G adalah himpunan subgraf tak

kosong G1, G2, · · · , Gn sedemikian sehingga V (Gi) = V (Gj) dan E(Gi)∩E(Gj) = ∅
untuk setiap i 6= j dan i, j ∈ {1, 2, · · · , n}. Faktorisasi dari graf G dinotasikan

dengan G ∼= G1 ⊕ G2 ⊕ · · · ⊕ Gn. Siklus Hamilton adalah suatu lintasan tertutup

yang semua titik dilewati tepat satu kali. Berikut beberapa teorema terkait siklus

Hamilton yang akan digunakan pada artikel ini.

Teorema 2.1. [4] (Teorema Dirac) Misalkan G adalah graf dengan kardinalitas

titik n dan δ(G) menyatakan derajat minimum di G. Jika n ≥ 3 dan δ(G) ≥ n
2 ,

maka G memuat siklus Hamilton.

Teorema 2.2. [4] (Teorema Ore) Misalkan G adalah graf dengan orde n ≥ 3 dan

σ2(G) menyatakan jumlah derajat minimum dari dua titik yang tidak bertetangga

di G. Jika σ2(G) ≥ n, maka G memuat siklus Hamilton.

Graf lintasan adalah graf terhubung sederhana yang titiknya dapat disusun

dalam suatu barisan sedemikian sehingga dua titiknya bertetangga jika kedua titik

tersebut berurutan dalam barisan tersebut [10]. Graf lintasan Pn memiliki n titik

dan n−1 sisi dengan n ≥ 1 [4]. Graf lingkaran adalah graf terhubung sederhana yang

semua titiknya berderajat 2. Graf roda merupakan suatu graf terhubung sederhana

yang memuat graf lingkaran ditambah satu titik pusat yang bertetangga dengan

semua titik pada graf lingkaran tersebut. Graf roda memiliki n + 1 titik dan 2n

sisi, dinotasikan dengan Wn, untuk n ≥ 3. Graf multipartit adalah graf yang semua

titiknya dapat dipartisi ke dalam k himpunan partit, dengan syarat setiap titik yang
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berada di partit yang sama tidak bertetangga. Graf 2-partit disebut juga graf bi-

partit. Graf multipartit seimbang lengkap K(t×j) adalah graf dimana setiap titiknya

bertetangga dengan setiap titik pada partit lain, dan tidak bertetangga dengan titik

pada partit yang sama. Pada graf multipartit lengkap, kardinalitas himpunan titik

pada setiap himpunan partitnya sama, yaitu j. Graf bintang Sm adalah graf bipar-

tit lengkap dimana kardinalitas titik salah satu partitnya sama dengan 1 (disebut

juga titik pusat) dan m selainnya.

Teorema 2.3. [10] Suatu graf G dikatakan bipartit jika dan hanya jika graf G tidak

memuat siklus ganjil.

Pada tahun 2004, Burger dan Vuuren mendefinisikan bilangan R-M-H sebagai

berikut.

Definisi 2.4. [5] Misalkan K(ζ×j) adalah suatu graf multipartit seimbang lengkap

yang terdiri dari ζ himpunan partit dan j banyaknya titik pada setiap himpunan

partit. Misalkan j, l, n, s, dan t adalah bilangan-bilangan bulat positif dengan n, s ≥
2. Bilangan R-M-H Mj(K(n×l),K(s×t)) adalah bilangan bulat positif terkecil ζ

sedemikian sehingga jika diberikan pewarnaan sebarang terhadap sisi-sisi K(ζ×j)
menggunakan warna merah dan biru, maka K(ζ×j) memuat K(n×l) merah atau

K(s×t) biru sebagai subgraf.

Selanjutnya, Definisi 2.4 diperumum untuk kombinasi dua graf sebarang yang

tidak harus lengkap dan didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.5. [5] Diberikan dua graf G dan H, dan bilangan asli j ≥ 2. Bilangan

R-M-H Mj(G,H) adalah bilangan bulat positif terkecil t sedemikian sehingga jika

semua sisi dari graf multipartit seimbang lengkap K(t×j) diberi sebarang pewarnaan

merah-biru, maka graf K(t×j) memuat subgraf G berwarna merah atau subgraf H

berwarna biru.

Definisi 2.5 ekuivalen dengan definisi berikut.

Definisi 2.6. [5] Diberikan dua graf G dan H, dan bilangan asli j ≥ 2. Bilangan

R-M-H Mj(G,H) adalah bilangan bulat positif terkecil t sedemikian sehingga untuk

sebarang faktorisasi K(t×j) ∼= F1⊕F2, maka senantiasa F1 memuat subgraf G atau

F2 memuat subgraf H.

3. Bilangan R-M-H untuk P4 dan Wn dengan n ≥ 3

Berdasarkan Definisi 2.6, bilangan R-M-H M3(P4,Wn) didefinisikan sebagai su-

atu bilangan asli terkecil t sedemikian sehingga untuk sebarang faktorisasi H =

K(t×3) ∼= F ⊕G, akan selalu terdapat F yang memuat P4 atau G yang memuat Wn

sebagai subgraf dari H. Artikel ini menggunakan istilah hub sebagai titik pusat dari

graf roda Wn dan pusat sebagai titik pusat dari graf bintang Sm. Berikut disajikan

teorema-teorema untuk menentukan bilangan R-M-H M3(P4,Wn) untuk n ≥ 3.

Teorema 3.1. Misalkan terdapat graf lintasan P4 dan graf roda Wn. Maka

M3(P4,Wn) = 4 untuk n ∈ {4, 6}.
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Bukti. Pertama akan ditunjukkan M3(P4,Wn) ≥ 4. Misalkan graf F =

K((4−1)×3) ∼= F1 ⊕ F2. Pilih F1 = 3C3. Jelas bahwa F1 + P4. Misalkan Vi =

{vi,1, vi,2, vi,3} untuk i = 1, 2, 3 adalah himpunan partit di F . Pandang titik x

yang berada di partit Vj sebagai hub di F2. Misalkan H adalah himpunan titik

yang bertetangga dengan x di F1. Perhatikan bahwa ∆(F2[V (F ) \ (Vj ∪H)]) ≤ 1,

sehingga tidak mungkin subgraf terinduksi F2[V (F )\(Vj∪H)] memuat Cn. Akibat-

nya, F2 +Wn sebagai subgraf dari F . Oleh karena itu, haruslah M3(P4,Wn) ≥ 4.

Selanjutnya akan ditunjukkan M3(P4,Wn) ≤ 4. Misalkan graf G = K(4×3) ∼=
G1⊕G2. Identifikasi semua kasus G1 yang tidak memuat P4. Akan ditunjukkan G2

memuat Wn. Misalkan Vi = {vi,1, vi,2, vi,3} untuk i = 1, 2, 3, 4 adalah himpunan

partit di G. Berikut kasus-kasus untuk G1 + P4.

Kasus 1.A G1 = 4C3.

Jelas bahwa G1 + P4. Selanjutnya pandang suatu titik x pada partit Vj sebagai

hub di G2. Misalkan H adalah himpunan titik yang bertetangga dengan x di G1.

Berdasarkan Teorema 2.1, subgraf terinduksi G2[V (G) \ (Vj ∪H)] memiliki 7 titik,

dan

δ(G2[V (G) \ (Vj ∪H)]) ≥ 4 >
7

2

pasti memuat siklus Hamilton. Artinya, G2[V (G) \ (Vj ∪ H)] memuat Cn dengan

n ≤ 7. Karena terdapat titik x pada partit Vj sebagai hub dan subgraf terinduksi

G2[V (G) \ (Vj ∪H)] membentuk Cn, maka jelas bahwa G2 ⊇ Wn sebagai subgraf

dari G.

Kasus 1.B G1 adalah hutan.

Misalkan G1 adalah hutan yang komponen-komponennya berupa graf bintang, yaitu

niSmi
untuk i = 1, 2, 3, · · · , 12, dengan 0 ≤ mi ≤ 9, ni ≥ 0, dan

∑12
i=1 nimi = 12.

Jelas bahwa G1 + P4. Kasus ini dibagi menjadi dua subkasus sebagai berikut.

Subkasus 1.B.1 G1 = 3S4.

Misalkan setiap titik pusat berada di partit Vk dan setiap daun dari masing-masing

graf bintang S4 berada di suatu partit Vj dengan j 6= k.

Misalkan partit Vk memuat titik pusat. Perhatikan bahwa derajat setiap titik pada

Vk lebih besar dibandingkan derajat titik pada G1\Vk. Oleh karena itu, titik pada Vk
tidak dapat dijadikan hub diG2 dan hub harus berada diG2\Vk. Pandang suatu titik

x pada Vj sebagai hub di G2. Misalkan H adalah himpunan titik yang bertetangga

dengan x di G1. Perhatikan bahwa δ(G2[V (G)\(Vj∪H)]) ≥ 4. Berdasarkan Teorema

2.2, subgraf terinduksi G2[V (G) \ (Vj ∪H)] memiliki 8 titik dan

σ2(G2[V (G) \ (Vj ∪H)]) ≥ 9 > 8

pasti memuat siklus Hamilton. Artinya G2[V (G) \ (Vj ∪ H)] memuat Cn dengan

n ≤ 8.

Perhatikan bahwa subgraf terinduksi G2[V (G) \ (Vj ∪H)] isomorfik dengan graf

bipartit K(2×4). Berdasarkan Teorema 2.3, G2[V (G)\(Vj∪H)] tidak memuat siklus

ganjil. Oleh karena itu, G2[V (G) \ (Vj ∪H)] hanya memuat Cn untuk n ∈ {4, 6, 8}.
Karena terdapat titik x pada partit Vj sebagai hub dan subgraf terinduksi G2[V (G)\
(Vj ∪ H)] membentuk Cn, maka jelas bahwa G2 ⊇ Wn sebagai subgraf dari G.

Ilustrasi subkasus ini dapat dilihat pada Gambar 1 berikut.
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Gambar 1. (a) G = K(4×3), (b) G1 = 3S4 + P4, (c) G2 ⊇ Wn

Subkasus 1.B.2 G1 6= 3S4.

Misalkan setiap pusat berada di partit Vk dan setiap daun dari masing-masing graf

bintang S4 berada di suatu partit Vj dengan j 6= k.

Pilih titik x pada partit Vj yang terkait dengan pusat dari max{Smi}, sedemikian

sehingga Vj merupakan partit dengan jumlah derajat ketiga titiknya maksimal di

G1. Pandang titik x ini sebagai hub di G2. Misalkan H adalah himpunan titik

yang bertetangga dengan x di G1. Perhatikan bahwa δ(G2[V (G) \ (Vj ∪H)]) ≥ 4.

Berdasarkan Teorema 2.2, subgraf terinduksi G2[V (G) \ (Vj ∪H)] memiliki 8 titik

dan

σ2(G2[V (G) \ (Vj ∪H)]) ≥ 9 > 8

pasti memuat siklus Hamilton. Artinya G2[V (G) \ (Vj ∪ H)] memuat Cn dengan

n ≤ 8. Karena terdapat titik x pada partit Vx sebagai hub dan subgraf terinduksi

G2[V (G) \ (Vj ∪H)] membentuk Cn, maka jelas bahwa G2 ⊇ Wn sebagai subgraf

dari G.

Dari Kasus 1.A, Subkasus 1.B.1, dan Subkasus 1.B.2, diperolehG2 ⊇Wn sebagai

subgraf dari G. Oleh karena itu, haruslah M3(P4,Wn) ≤ 4.

Dengan demikian, diperoleh bahwa M3(P4,Wn) = 4 untuk n ∈ {4, 6}.

Teorema 3.2. Misalkan terdapat graf lintasan P4 dan graf roda Wn. Maka

M3(P4,Wn) = 5 untuk n ∈ {3, 5, 7, 8, 9, 10}.

Bukti. Pertama akan ditunjukkan M3(P4,Wn) ≥ 5. Misalkan graf F =

K((5−1)×3) ∼= F1 ⊕ F2. Misalkan Vi = {vi,1, vi,2, vi,3} untuk i = 1, 2, 3, 4 adalah

himpunan partit di F . Berikut beberapa kasus untuk F1 + P4.

Kasus 2.A F1 = 4C3.

Jelas bahwa F1 + P4. Selanjutnya pandang suatu titik x pada partit Vj sebagai

hub di F2. Misalkan H adalah himpunan titik yang bertetangga dengan x di F1.

Berdasarkan Teorema 2.1, subgraf terinduksi F2[V (F ) \ (Vj ∪H)] memiliki 7 titik
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dan

δ(F2[V (F ) \ (Vj ∪H)]) ≥ 4 >
7

2

pasti memuat siklus Hamilton. Artinya F2[V (F ) \ (Vj ∪ H)] memuat Cn dengan

n ≤ 7 dan tidak memuat Cn untuk n > 7. Akibatnya F2 +Wn.

Kasus 2.B F1 = 3S4.

Misalkan setiap titik pusat berada di partit Vk dan setiap daun dari masing-masing

graf bintang S4 berada di suatu partit Vj dengan j 6= k.

Jelas bahwa F1 + P4. Selanjutnya perhatikan bahwa derajat setiap titik pada Vk
lebih besar dibandingkan derajat titik pada F1 \ Vk. Oleh karena itu, titik pada Vk
tidak dapat dijadikan hub di F2 dan hub harus berada di F2\Vk. Pandang suatu titik

x pada Vj sebagai hub di F2. Misalkan H adalah himpunan titik yang bertetangga

dengan x di F1. Perhatikan bahwa δ(F2[V (F )\(Vj∪H)]) ≥ 4. Berdasarkan Teorema

2.2, subgraf terinduksi F2[V (F ) \ (Vj ∪H)]) memiliki 8 titik dan

σ2(F2[V (F ) \ (Vj ∪H)]) ≥ 9 > 8

pasti memuat siklus Hamilton. Artinya F2[V (F ) \ (Vj ∪ H)] memuat Cn dengan

n ≤ 8. Perhatikan subgraf terinduksi F2[V (F ) \ (Vj ∪ H)] isomorfik dengan graf

bipartit K(2×4). Menurut Teorema 2.3, F2[V (F ) \ (Vj ∪ H)] tidak memuat siklus

ganjil. Oleh karena itu, graf F2[V (F )\(Vj∪H)] hanya memuat Cn untuk n ∈ {4, 6, 8}
dan tidak memuat Cn untuk n ∈ {3, 5, 7}. Akibatnya F2 +Wn.

Dari Kasus 2.A dan Kasus 2.B, diperoleh F2 + Wn sebagai subgraf dari F . Oleh

karena itu, haruslah M3(P4,Wn) ≥ 5.

Selanjutnya akan ditunjukkan M3(P4,Wn) ≤ 5. Misalkan graf G = K(5×3) ∼=
G1⊕G2. Identifikasi semua kasus G1 yang tidak memuat P4. Akan ditunjukkan G2

memuat Wn. Misalkan Vi = {vi,1, vi,2, vi,3} untuk i = 1, 2, 3, 4, 5 adalah himpunan

partit di G. Berikut kasus-kasus untuk G1 + P4.

Kasus 2.C G1 = 5C3.

Jelas bahwa G1 + P4. Selanjutnya pandang suatu titik x pada partit Vj sebagai

hub di G2. Misalkan H adalah himpunan titik yang bertetangga dengan x di G1.

Berdasarkan Teorema 2.1, subgraf terinduksi G2[V (G) \ (Vj ∪H)] memiliki 10 titik

dan

δ(G2[V (G) \ (Vj ∪H)]) ≥ 7 >
10

2

pasti memuat siklus Hamilton. Artinya G2[V (G) \ (Vj ∪ H)] memuat Cn dengan

n ≤ 10. Karena terdapat titik x pada partit Vj sebagai hub dan subgraf terinduksi

G2[V (G) \ (Vj ∪H)] membentuk Cn, maka jelas bahwa G2 ⊇ Wn sebagai subgraf

dari G.

Kasus 2.D Graf G1 adalah graf hutan dengan komponen-komponennya berupa

graf bintang niSmi untuk i = 1, 2, 3, · · · , 15 dengan 0 ≤ mi ≤ 12, ni ≥ 0, dan∑15
i=1 nimi = 15.

Jelas bahwa G1 + P4. Selanjutnya pilih titik x pada partit Vj yang terkait dengan

titik pusat dari max{Smi} sedemikian sehingga Vj merupakan partit dengan jumlah

derajat ketiga titiknya maksimal di G1. Pandang titik x ini sebagai hub di G2.

Misalkan H adalah himpunan titik yang bertetangga dengan x di G1. Perhatikan
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bahwa δ(G2[V (G) \ (Vj ∪ H)]) ≥ 5. Berdasarkan Teorema 2.2, subgraf terinduksi

G2[V (G) \ (Vj ∪H)] memiliki 11 titik dan

σ2(G2[V (G) \ (Vj ∪H)]) ≥ 11 = 11

pasti memuat siklus Hamilton. Artinya G2[V (G) \ (Vj ∪ H)] memuat Cn dengan

n ≤ 11. Karena terdapat titik x pada partit Vj sebagai hub dan subgraf terinduksi

G2[V (G) \ (Vj ∪H)] membentuk Cn, maka jelas bahwa G2 ⊇ Wn sebagai subgraf

dari G.

Dari Kasus 2.C dan Kasus 2.D, diperoleh G2 ⊇Wn sebagai subgraf dari G. Oleh

karena itu, haruslah M3(P4,Wn) ≤ 5.

Dengan demikian, diperoleh bahwa M3(P4,Wn) = 5 untuk n ∈ {3, 5, 7, 8, 9, 10}.

Pada Teorema 3.3 diberikan bilangan R-M-H untuk graf lintasan P4 dan graf

roda Wn dengan n ≥ 11.

Teorema 3.3. Misalkan terdapat graf lintasan P4 dan graf roda Wn. Maka

M3(P4,Wn) =
⌈n+ 5

3

⌉
untuk n ≥ 11.

Bukti. Pertama akan ditunjukkan bahwa M3(P4,Wn) ≥
⌈n+ 5

3

⌉
. Misalkan graf

F = K((dn+5
3 e−1)×3)

∼= F1⊕F2. Pilih F1 =
(⌈n+ 5

3

⌉
− 1
)
C3. Jelas bahwa F1 + P4.

Misalkan Vi = {vi,1, vi,2, vi,3 | 1 ≤ i ≤
⌈n+ 5

3

⌉
− 1} adalah himpunan partit

di F . Pandang suatu titik x pada partit Vj sebagai hub di F2. Misalkan H adalah

himpunan titik yang bertetangga dengan x di F1. Berdasarkan Teorema 2.1, subgraf

terinduksi F2[V (F ) \ (Vj ∪H)] memiliki 3
((⌈n+ 5

3

⌉
− 1
)
− 1
)

titik, dan

δ(F2[V (F ) \ (Vj ∪H)]) ≥ 3
((⌈n+ 5

3

⌉
− 1
)
− 1
)
− 2 ≥

3
(⌈n+ 5

3

⌉
− 1
)
− 1
)

2

pasti memuat siklus Hamilton. Artinya F2[V (F ) \ (Vj ∪ H)] memuat Cn dengan

n ≤ 3
((⌈n+ 5

3

⌉
−1
)
−1
)
−2. Perhatikan bahwa untuk membentuk Cn dibutuhkan

minimal n titik, sedangkan pada F2[V (F ) \ (Vj ∪H)] terdapat 3
((⌈n+ 5

3

⌉
− 1
)
−

1
)
− 2 < n titik untuk n ≥ 11. Akibatnya F2 + Wn sebagai subgraf dari F . Oleh

karena itu, haruslah M3(P4,Wn) ≥
⌈n+ 5

3

⌉
.

Selanjutnya, akan ditunjukkan M3(P4,Wn) ≤
⌈n+ 5

3

⌉
. Misalkan graf G =

K(dn+5
3 e×3)

∼= G1 ⊕ G2. Identifikasi semua kasus G1 yang tidak memuat P4.

Akan ditunjukkan G2 memuat Wn. Misalkan Vi = {vi,1, vi,2, vi,3} untuk i =

1, 2, 3, · · · ,
⌈n+ 5

3

⌉
adalah himpunan partit di G. Berikut kasus-kasus untuk G1 +

P4.

Kasus 3.A G1 =
⌈n+ 5

3

⌉
C3.

Jelas bahwa G1 + P4. Selanjutnya pandang suatu titik x pada partit Vj sebagai
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hub di G2. Misalkan H adalah himpunan titik yang bertetangga dengan x di G1.

Berdasarkan Teorema 2.1, subgraf terinduksi G2[V (G) \ (Vj ∪H)] dengan n ≥ 11

yang memiliki 3
(⌈n+ 5

3

⌉
− 1
)

titik, dan

δ(G2[V (G) \ (Vj ∪H)]) ≥ 3
(⌈n+ 5

3

⌉
− 1
)
− 2 ≥

3
(⌈n+ 5

3

⌉
− 1
)

2

pasti memuat siklus Hamilton. Artinya G2[V (G) \ (Vj ∪ H)] memuat Cn. Karena

terdapat titik x pada partit Vj sebagai hub dan subgraf terinduksi G2[V (G) \ (Vj ∪
H)] membentuk Cn, maka jelas bahwa G2 ⊇Wn sebagai subgraf dari G.

Kasus 3.B G1 adalah hutan.

Misalkan G1 adalah graf dengan komponen-komponennya graf bintang niSmi
un-

tuk i = 1, 2, 3, · · · ,
⌈
n+5
3

⌉
, dengan 0 ≤ mi ≤ 3

(⌈n+ 5

3

⌉
− 1

)
, ni ≥ 0, dan∑3dn+5

3 e
i=1 nimi = 3

⌈n+ 5

3

⌉
. Jelas bahwa G1 + P4.

Selanjutnya pilih titik x pada partit Vj yang terkait dengan pusat dari max{Smi},
sedemikian sehingga Vj merupakan partit dengan jumlah derajat ketiga titiknya

maksimal di G1. Pandang titik x ini sebagai hub di G2. Misalkan H adalah him-

punan titik yang bertetangga dengan x di G1. Perhatikan bahwa δ(G2[V (G)\ (Vj ∪
H)]) ≥

⌈n+ 5

3

⌉
. Berdasarkan Teorema 2.2, subgraf terinduksi G2[V (G) \ (Vj ∪H)]

dengan n ≥ 11, memiliki 3
(⌈n+ 5

3

⌉
− 1
)

titik, dan

σ2(G2[V (G) \ (Vj ∪H)]) ≥ 2
⌈n+ 5

3

⌉
+ 1 ≥ 3

(⌈n+ 5

3

⌉
− 1
)

pasti memuat siklus Hamilton. Artinya G2[V (G) \ (Vj ∪ H)] memuat Cn. Karena

terdapat titik x pada partit Vj sebagai hub dan subgraf terinduksi G2[V (G) \ (Vj ∪
H)] membentuk Cn, maka jelas bahwa G2 ⊇Wn sebagai subgraf dari G.

Dari Kasus 3.A dan Kasus 3.B, diperoleh G2 ⊇ Wn. Oleh karena itu, haruslah

M3(P4,Wn) ≤
⌈n+ 5

3

⌉
.

Dengan demikian, diperoleh bahwa M3(P4,Wn) =
⌈n+ 5

3

⌉
untuk n ≥ 11.

4. Kesimpulan

Pada artikel ini diperoleh bilangan Ramsey Multipartit Himpunan M3(P4,Wn) un-

tuk graf lintasan P4 dan graf roda Wn, n ≥ 3 sebagai berikut.

M3(P4,Wn) =


4 , n ∈ {4, 6},
5 , n ∈ {3, 5, 7, 8, 9, 10},⌈n+ 5

3

⌉
, n ≥ 11.
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