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Abstrak. Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial dan didefinisikan pewarnaan

sisi pada graf G, yaitu p : E(G) → {1, 2, ..., n};n ∈ N, dimana sisi yang bertetangga

boleh bewarna sama. Graf G dikatakan rainbow connected terhadap pewarnaan sisi p,
jika G memuat lintasan-(u, v) rainbow untuk setiap dua titik u dan v di G. Bilangan

rainbow connection adalah minimal warna yang diperlukan sehingga graf G rainbow con-
nected, dinotasikan rc(G). Graf G dikatakan strongly rainbow connected jika G memuat

suatu lintasan-(u, v) geodesic untuk setiap lintasan pada dua titik u dan v di G. Bilan-

gan strongly rainbow connection adalah minimal warna yang diperlukan sehingga graf
G strong rainbow connected, dinotasikan src(G). Graf Jahangir Jn,m dengan n,m ≥ 2

adalah suatu graf dengan nm+ 1 titik, yang terdiri dari lingkaran Cnm dengan menam-

bahkan satu titik pusat c yang bertetangga ke m titik dari Cnm yaitu u1, u2, u3, ..., um,
sedemikian sehingga d(ui, ui+1) = d(um, u1) = n, 1 ≤ i ≤ m − 1 di Cnm. Pada tulisan

ini diperoleh rc(J2,m) dan src(J2,m) untuk 2 ≤ m ≤ 8.

Kata Kunci : Bilangan rainbow connection, bilangan strong rainbow connection,
graf Jahangir

1. Pendahuluan

Konsep dari rainbow connection diperkenalkan oleh Chartrand dkk [3]. Misalkan

G merupakan suatu graf terhubung tak trivial. Didefinisikan suatu pewarnaan sisi

pada graf G adalah suatu pemetaan p : E(G) → {1, 2, ..., n};n ∈ N, dimana sisi

yang bertetangga boleh berwarna sama. Suatu lintasan-(u, v) dikatakan sebagai

lintasan rainbow untuk dua titik u, v ∈ G jika tidak terdapat dua sisi pada lintasan

tersebut yang berwarna sama. Suatu graf G dikatakan rainbow connected terhadap

pewarnaan sisi p, jika G memuat lintasan-(u, v) rainbow untuk setiap dua titik u

dan v pada G. Jika graf G bersifat rainbow connected, maka pewarnaan sisinya

dinamakan rainbow coloring pada G. Bilangan rainbow connection adalah minimal

warna yang diperlukan sehingga graf G rainbow connected, dinotasikan rc(G).

Konsep tentang strong rainbow connection diperkenalkan oleh Li dan Sun [4].

Misalkan p adalah rainbow coloring dari graf terhubung G. Setiap lintasan yang

menghubungkan dua titik u dan v di G didefinisikan sebagai suatu lintasan-(u, v)

geodesic jika memuat lintasan-(u, v) rainbow dengan panjang d(u, v), dimana d(u, v)

adalah jarak antara titik u dan v. Suatu graf G dikatakan strongly rainbow connected

jika G memuat suatu lintasan-(u, v) geodesic untuk setiap lintasan pada dua titik u

dan v di G. Pewarnaan sisi p dinamakan strong rainbow coloring dari graf terhubung

G. Bilangan strong rainbow connection, dinotasikan src(G), didefinisikan sebagai
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minimal dari banyaknya warna yang dibutuhkan untuk membuat graf G bersifat

strongly rainbow connected. Teorema berikut digunakan dalam penentuan bilangan

rainbow connection dan strong rainbow connection untuk suatu graf G.

Teorema 1. [3] Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial berukuran m dan

diam(G) = max{d(u, v)|u, v ∈ V (G)} maka,

diam(G) ≤ rc(G) ≤ src(G) ≤ m. (1.1)

Teorema 2. [3] Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial, maka

1. rc(G) = src(G) = 1 jika dan hanya jika G adalah graf lengkap.

2. rc(G) = 2 jika dan hanya jika src(G) = 2.

3. rc(G) = m jika dan hanya jika G adalah graf pohon berukuran m.

4. Untuk setiap bilangan bulat positif n ≥ 4, rc(G) = src(G) = dn
2
e jika G

adalah graf lingkaran Cn.

Perkembangan penentuan bilangan rainbow connection dan strong rainbow con-

nection untuk graf-graf khusus semakin bertambah. Sy dkk [7] telah mengkaji rain-

bow connection untuk graf kipas dan graf matahari. Yulianti dkk [8] telah mengkaji

bilangan rainbow connection pada graf Triangle-net. Pada tahun 2018, Asmara dkk

[1] mengkaji tentang bilangan rainbow connection dan strong rainbow connection

pada graf Jahangir J2,m untuk 2 ≤ m ≤ 8. Pada tulisan ini diberikan perbaikan

batas atas dari bilangan rainbow connection dan strong rainbow connection graf

Jahangir J2,m untuk 2 ≤ m ≤ 8 yang diperoleh Asmara [1].

2. Graf Jahangir

Graf Jahangir Jn,m dengan n,m ≥ 2 adalah suatu graf dengan nm + 1

titik, yang terdiri dari lingkaran Cnm dengan menambahkan satu titik pusat c

yang bertetangga ke m titik dari Cnm yaitu u1, u2, u3, ..., um, sedemikian sehingga

d(ui, ui+1) = d(um, u1) = n, 1 ≤ i ≤ m− 1 di Cnm [5].

Misalkan untuk n = 2 dan m ≥ 2, diperoleh graf Jahangir J2,m dengan

V (J2,m) = {c, u1, u2, ..., um, v1, v2, ..., vm} dan E(J2,m) = {cui|1 ≤ i ≤ m} ∪
{u1vm, umvm, uivi, ui+1vi|1 ≤ i ≤ m − 1}. Beberapa contoh graf Jahangir J2,m
untuk 2 ≤ m ≤ 8 dapat dilihat pada Gambar 1.

3. Bilangan Rainbow Connection dan Strong Rainbow Connection

pada Graf Jahangir J2,m untuk 2 ≤ m ≤ 8

3.1. Bilangan Rainbow Connection Graf Jahangir J2,m untuk

2 ≤ m ≤ 8

Pada Teorema 3 membahas tentang bilangan rainbow connection dari graf

Jahangir J2,m untuk 2 ≤ m ≤ 8.

Teorema 3. Misalkan terdapat graf Jahangir J2,m. Jika 2 ≤ m ≤ 8, maka bilangan

rainbow connection J2,m adalah
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Gambar 1. Graf Jahangir J2,m dengan 2 ≤ m ≤ 8

rc(J2,m) =


2, untuk m = 2;

3, untuk m = 3;

4, untuk 4 ≤ m ≤ 8.

Bukti. Misalkan J2,m merupakan suatu graf Jahangir yang telah dijelaskan di atas.

Berdasarkan Teorema 1, diperoleh bahwa diam(J2,m) ≤ rc(J2,m).

Perhatikan tiga kasus berikut.

Kasus 1. Untuk m = 2.

Misalkan graf Jahangir J2,2 dengan V (J2,2) = {c, u1, u2, v1, v2}, didefinisikan

pewarnaan sisi sebagai berikut.

p1(e) =

{
1 untuk e = cu1, u1v1, u2v1;

2 untuk e = cu2, u1v2, u2v2.

Graf J2,2 mempunyai diam(J2,2) = 2, maka diperoleh rc(J2,2) ≥ 2. Jelas bahwa

dengan p1 : E(J2,2)→ {1, 2}, untuk setiap dua titik a dan b di J2,2, selalu terdapat

lintasan-(a, b) rainbow, sehingga diperoleh bahwa rc(J2,2) ≤ 2. Dengan demikian,

terbukti bahwa rc(J2,2) = 2.

Kasus 2. Untuk m = 3.

Misalkan graf Jahangir J2,3 dengan V (J2,3) = {c, u1, u2, u3, v1, v2, v3}, didefini-

sikan pewarnaan sisi sebagai berikut.

p2(e) =


1 untuk e = cu2, u1v1, u3v3;

2 untuk e = cu1, u2v1, u3v2;

3 untuk e = cu3, u1v3, u2v2.
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Graf J2,3 mempunyai diam(J2,3) = 3, maka diperoleh rc(J2,3) ≥ 3. Jelas bahwa

dengan p2 : E(J2,3) → {1, 2, 3}, untuk setiap dua titik a dan b di J2,3, selalu

terdapat lintasan-(a, b) rainbow, sehingga diperoleh rc(J2,3) ≤ 3. Dengan demikian,

terbukti bahwa rc(J2,3) = 3.

Ilustrasi rainbow connection untuk graf J2,2 dan J2,3 dapat dilihat pada Gambar

2 berikut.

Gambar 2. (a) rc(J2,2) = 2 dan (b) rc(J2,3) = 3

Kasus 3. Untuk 4 ≤ m ≤ 8.

Untuk 4 ≤ m ≤ 8 diam(J2,m) = 4, maka diperoleh rc(J2,m) ≥ 4. Selanjutnya

pandang kasus ini menjadi dua bagian.

(a) Jika m ganjil.

Misalkan graf J2,m dengan V (J2,m) = {c, u1, u2, ..., um, v1, v2, ..., vm}, untuk 4 ≤
m ≤ 8 dan m ganjil. Definisikan pewarnaan sisi graf J2,m dengan 1 ≤ i ≤ m−1

2 , i ∈ N
sebagai berikut.

p3(e) =


1 untuk e = cu2i−1;

2 untuk e = umvm, cu2i;

3 untuk e = vmu1, u2i−1v2i−1, v2iu2i+1;

4 untuk e = cum, v2i−1u2i, u2iv2i.

Jelas bahwa dengan p3 : E(J2,m) → {1, 2, 3, 4} untuk setiap dua titik a dan b

di J2,m dengan 4 ≤ m ≤ 8 dan m ganjil, selalu terdapat lintasan-(a, b) rainbow.

Akibatnya, diperoleh bahwa rc(J2,m) ≤ 4. Dengan demikian, terbukti untuk 4 ≤
m ≤ 8 dengan m ganjil, rc(J2,m) = 4.

(b) Jika m genap.
Misalkan graf Jahangir J2,m dengan V (J2,m) = {c, u1, u2, ..., um, v1, v2, ..., vm},
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untuk 4 ≤ m ≤ 8 dan m genap. Definisikan pewarnaan sisi J2,m sebagai berikut.

p4(e) =


1 untuk e = cu2i−1 dengan 1 ≤ i ≤ m

2 ;

2 untuk e = cu2i dengan 1 ≤ i ≤ m
2 ;

3 untuk e = vmu1, um−1vm−1, u2i−1v2i−1, v2iu2i+1 dengan 1 ≤ i ≤ m−2
2 ;

4 untuk e = v2i−1u2i, u2iv2i dengan 1 ≤ i ≤ m
2 .

Jelas bahwa dengan p4 : E(J2,m) → {1, 2, 3, 4}, untuk setiap dua titik a dan

b di J2,m dengan 4 ≤ m ≤ 8 dan m genap, selalu terdapat lintasan-(a, b) rainbow

sehingga diperoleh rc(J2,m) ≤ 4. Dengan demikian, terbukti bahwa untuk 4 ≤ m ≤
8 dan m genap, rc(J2,m) = 4.

Dari hasil (a) dan (b), dapat disimpulkan bahwa untuk 4 ≤ m ≤ 8 diperoleh

rc(J2,m) = 4. Ilustrasi rainbow connection untuk graf J2,m untuk 4 ≤ m ≤ 8 dapat

dilihat pada Gambar 3 berikut.

Gambar 3. rc(J2,m) = 4 untuk 4 ≤ m ≤ 8

3.2. Bilangan Strong Rainbow Connection Graf Jahangir J2,m

untuk m ≥ 2

Pada Teorema 4 membahas tentang bilangan Strong Rainbow Connection

dari graf Jahangir J2,m untuk 2 ≤ m ≤ 8.

Teorema 4. Misalkan terdapat graf Jahangir J2,m. Jika 2 ≤ m ≤ 8, maka bilangan
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strong rainbow connection J2,m adalah

src(J2,m) =


2, untuk m = 2;

3, untuk m = 3;

4, untuk 4 ≤ m ≤ 6;

5, untuk 7 ≤ m ≤ 8.

Bukti. Misalkan J2,m merupakan suatu graf Jahangir yang telah dijelaskan di atas.

Berdasarkan Teorema 1, diperoleh bahwa src(J2,m) ≥ rc(J2,m).

Perhatikan empat kasus berikut.

Kasus 1. Untuk m = 2.

Misalkan graf J2,2 dengan V (J2,2) = {c, u1, u2, v1, v2}, didefinisikan pewarnaan

sisi sebagai berikut.

p7(e) =

{
1 untuk e = cu2, u1v1, u2v1;

2 untuk e = cu1, u1v2, u2v2.

Jelas bahwa dengan p7 : E(J2,2)→ {1, 2}, untuk setiap dua titik a dan b di J2,2,

selalu terdapat lintasan-(a, b) geodesic sehingga diperoleh src(J2,2) ≤ 2. Dari Bagian

3.1 Kasus 1, diperoleh bahwa rc(J2,2) = 2, maka diperoleh bahwa src(J2,2) ≥ 2.

Dengan demikian, terbukti bahwa src(J2,2) = 2.

Kasus 2. Untuk m = 3.

Misalkan graf J2,3 dengan V (J2,3) = {c, u1, u2, u3, v1, v2, v3}, didefinisikan pe-

warnaan sisi sebagai berikut.

p8(e) =


1 untuk e = cu1, u2v1, u3v3;

2 untuk e = cu2, u1v1, u3v2;

3 untuk e = cu3, u1v3, u2v2.

Jelas bahwa dengan p8 : E(J2,3) → {1, 2, 3}, untuk setiap dua titik a dan b

di J2,3, selalu terdapat lintasan-(u, v) geodesic, sehingga diperoleh src(J2,3) ≤ 3.

Dari Bagian 3.1 Kasus 2, diperoleh bahwa rc(J2,3) = 3, maka diperoleh bahwa

src(J2,3) ≥ 3. Dengan demikian, terbukti bahwa src(J2,3) = 3.

Ilustrasi strong rainbow connection untuk graf J2,2 dan J2,3 dapat dilihat pada

Gambar 4 berikut.
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Gambar 4. (a) src(J2,2) = 2 dan (b) src(J2,3) = 3

Dari Bagian 3.1 Kasus 3 untuk 4 ≤ m ≤ 8 diperoleh bahwa rc(J2,m) = 4,

maka berdasarkan Teorema 1 diperoleh src(J2,m) ≥ 4 untuk 4 ≤ m ≤ 8. Ini akan

digunakan untuk pembuktian kasus berikutnya.

Kasus 3. Untuk 4 ≤ m ≤ 6.

Pandang kasus ini menjadi beberapa bagian.

(a) m = 4

Misalkan graf J2,4 dengan V (J2,4) = {c, u1, u2, u3, u4, v1, v2, v3, v4}, didefinisikan

pewarnaan sisi sebagai berikut.

p9(e) =


1 untuk e = cu1, u2v1, u4v4;

2 untuk e = cu2, u1v1, u3v2;

3 untuk e = cu3, u2v2, u4v3;

4 untuk e = cu4, u3v3, u1v4.

Jelas bahwa dengan p9 : E(J2,4)→ {1, 2, 3, 4}, untuk setiap dua titik a dan b di

J2,4, selalu terdapat lintasan-(a, b) geodesic. Jadi, diperoleh src(J2,4) ≤ 4. Dengan

demikian, terbukti bahwa src(J2,4) = 4.

(b) m = 5

Misalkan graf J2,5 dengan V (J2,5) = {c, u1, u2, ..., u5, v1, v2, ..., v5}, didefinisikan

pewarnaan sisi sebagai berikut.

p10(e) =


1 untuk e = cu1, cu2, u1v1, u3v3, u4v4;

2 untuk e = cu3, u2v1, u4v3, u5v4;

3 untuk e = cu4, u2v2, u5v5;

4 untuk e = cu5, u3v2, u1v5.

Jelas bahwa dengan p10 : E(J2,5) → {1, 2, 3, 4}, untuk setiap dua titik a dan

b di J2,5, selalu terdapat lintasan-(a, b) geodesic sehingga diperoleh src(J2,5) ≤ 4.

Dengan demikian, terbukti bahwa src(J2,5) = 4.

(c) m = 6

Misalkan graf J2,6 dengan V (J2,6) = {c, u1, u2, ..., u6, v1, v2, ..., v6}, didefinisikan

pewarnaan sisi sebagai berikut.
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p11(e) =


1 untuk e = cu1, cu2, u1v1, u3v3, u5v5;

2 untuk e = cu3, u2v1, u4v3, u6v5;

3 untuk e = cu4, cu5, u2v2, u4v4, u6v6;

4 untuk e = cu6, u3v2, u5v4, u1v6.

Jelas bahwa dengan p11 : E(J2,6) → {1, 2, 3, 4}, untuk setiap dua titik a dan

b di J2,6, selalu terdapat lintasan-(a, b) geodesic sehingga diperoleh src(J2,6) ≤ 4.

Dengan demikian, terbukti bahwa src(J2,6) = 4.

Jadi, bilangan strong rainbow connection graf Jahangir J2,m untuk 4 ≤ m ≤ 6

adalah src(J2,m) = 4. Ilustrasi strong rainbow connection untuk graf J2,4, J2,5 dan

J2,6 dapat dilihat pada Gambar 5 berikut.

Gambar 5. (a) src(J2,4) = 4, (b) src(J2,5) = 4 dan (c) src(J2,6) = 4

Kasus 4. Untuk 7 ≤ m ≤ 8.

Pandang kasus ini menjadi dua bagian.

(a) m = 7

Diketahui sebelumnya bahwa src(J2,7) ≥ 4. Jika pada graf Jahangir J2,7
diberikan 4-warna, tanpa mengurangi perumuman akan terdapat dua titik a dan b di

J2,7 yang tidak ada lintasan-(a, b) geodesic. Akibatnya, diperoleh bahwa scr(J2,7) ≥
5. Misalkan graf Jahangir J2,7 dengan V (J2,7) = {c, u1, u2, ..., u7, v1, v2, ..., v7}, di-

definisikan pewarnaan sisi sebagai berikut.

p12(e) =



1 untuk e = cu2, u1v1, u4v3, u6v6;

2 untuk e = cu1, u2v1, u4v4, u7v6;

3 untuk e = cu3, cu4, u2v2, u5v4, u7v7;

4 untuk e = cu6, cu7, u3v2, u5v5, u1v7;

5 untuk e = cu5, u3v3, u6v5.
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Jelas bahwa dengan p12 : E(J2,7) → {1, 2, 3, 4, 5}, untuk setiap dua titik a dan

b di J2,7, selalu terdapat lintasan-(a, b) geodesic, sehingga diperoleh src(J2,7) ≤ 5.

Dengan demikian, terbukti bahwa src(J2,7) = 5.

(b) m = 8

Diketahui sebelumnya bahwa src(J2,8) ≥ 4. Jika pada graf J2,8 diberikan 4-

warna, tanpa mengurangi perumuman akan terdapat dua titik a dan b di J2,8 yang

tidak ada lintasan-(a, b) geodesic. Akibatnya, diperoleh bahwa scr(J2,8) ≥ 5. Misal-

kan graf Jahangir J2,8 dengan V (J2,8) = {c, u1, u2, ..., u8, v1, v2, ..., v8}, didefinisikan

pewarnaan sisi sebagai berikut.

p13(e) =



1 untuk e = cu1, cu2, u3v3, u5v4, u7v7;

2 untuk e = cu3, cu4, u6v5, u8v7, u1v8;

3 untuk e = cu5, cu6, u1v1, u4v3, u7v6;

4 untuk e = cu7, cu8, u2v1, u3v2, u5v5;

5 untuk e = u2v2, u4v4, u6v6, u8v8.

Jelas bahwa dengan p13 : E(J2,8) → {1, 2, 3, 4, 5}, untuk setiap dua titik a dan

b di J2,8, selalu terdapat lintasan-(u, v) geodesic, sehingga diperoleh src(J2,8) ≤ 5.

Dengan demikian, terbukti bahwa src(J2,8) = 5.

Jadi, bilangan strong rainbow connection graf J2,m untuk 7 ≤ m ≤ 8 adalah

src(J2,m) = 5. Ilustrasi strong rainbow connection untuk graf J2,7 dan J2,8 dapat

dilihat pada Gambar 6 berikut.

Gambar 6. (a) src(J2,7) = 5 dan (b) src(J2,8) = 5

4. Kesimpulan

Pada tulisan ini diperoleh bilangan rainbow connection dan strong rainbow connec-

tion graf Jahangir J2,m untuk 2 ≤ m ≤ 8 dengan hasil sebagai berikut.
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Misalkan terdapat graf Jahangir J2,m dengan 2 ≤ m ≤ 8, maka bilangan rainbow

connection dan strong rainbow connection graf J2,m adalah

rc(J2,m) =


2, untuk m = 2;

3, untuk m = 3;

4, untuk 4 ≤ m ≤ 8;

src(J2,m) =


2, untuk m = 2;

3, untuk m = 3;

4, untuk 4 ≤ m ≤ 6;

5, untuk 7 ≤ m ≤ 8.
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